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CALCUL INTEGRAL. 


THEOREMES G12NERAUX. 


CHAPITRE PREMIER. 

APPLICATIONS DU THEOREMS DE CAUCHY SUR LES INTEGRATES 
D’UNE FONCTION D’UNE VARIABLE LUAGINAIRE. 


I. — Premieres applications du theoreme de Cauchy. 

351. La pi a part dcs resultats obtemis dans la premiere Partie de 
ce Traile, resultats que nous avons groupes sous le nom de Ccd- 
cal differenliel, ont ete deduits de la definition de la fonction du, 
an moyen d’identiLes analytiques qui, cette definition une fois 
donnee, s’ofTrent en quel que sorte naturellement. Nous ne nous 
sommcs guere ecartes de cette voie que pour etablir (n° 94), en 
nous appuyant sur le theoreme de Liouville, I’egalite 
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et quelq0es points cle la theorie de la transformation, on pour 
introduce, en nous appuyant sur le theorenie de Laurenl, les 
fonotions $ de M. Hermite (n os 274-277) et en etablir la pro¬ 
priety fondamentale, et encore, lout en rattaclianl a cette pro¬ 
priety les llieoremes d’addition des fonclions 2r, avons-nous pris 
soin d'etablir directement (n os 285, 286) une identile donl ces 
llieoremes se deduisent sans difficult^. C’est mainlenant une voic 
tout autre que nous allons suivre : quelques propositions de la 
ill eerie des fonctions d’une variable imaginaire vonl nous con¬ 
duce rapidement a des llieoremes capitaux concernanl les fonc¬ 
tions doufalement periodiques. 

Liouville. dans un cours professe au College de France (') 
en 1 847- a fonde la theorie des fonctions ellipliques sur 1c theo- 
reme que nous avons fait connaitre au n° 84 et qu’il a commu¬ 
nique a l’Academie des Sciences en r 844• 

Anterieurement a Liouville et concurremment avec lui (-), Cau¬ 
chy a montre tout le parti que Ton pouvait tirer dc son calcul des 
residus pour obtenir les developpements en serie rclalifs aux fonc¬ 
tions ellipliques. D’ailleurs, la proposition du n° 35, dont le tlieo¬ 
renie de Liouville est une consequence immediate, lui apparticnl. 

En appliquant, comme nous allons le faire, a la theorie qui nous 
occupe, les propositions fondamenlales de Cauchy sur les inte¬ 
grates prises enlre des limites imaginaires, nous allons retro aver, 
avec d'autres, les llieoremes generaux etablis par Liouville. 

Dans cet ordre d idees, M. Hermite a obtenu unc proposition 
que Ton trouvera au n° 358 et qui domine en quclquc sorie la 
theorie des fonctions doublement periodiques. 

Le iecteurne manquera pas d’observer que les propositions que 
nous allons etablir auraient pu etre prises commc point de depart: 
e’est ce qu’oxit fait Briot et Bouquet dans les deux editions dc lour 
Tr aiie des fonctions ellipliques ( 3 ). 


C 1 ) Ge cours a ete reproduit par Borcliardt dans le 
nal de Crelle. 

(*) Voir les Comptes rendus de iS^3 et i84f 
( a i Paris, Mallet-Bachelier et Gauthier-Viilars fi r 
iS : 5). v 


Tome LXXXVIII du Jour- 


Edition, i85fj; 2 ° edition, 


I! conyient anssi de signaler les important Memoires que ces deux Geomclres 
ont pabhes dans le Journal de I’Eeole Polytechnique (rS5G). 
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352. Voici le theoreme de Cauchy sur lequel nous nous ap- 
puicrons principalemenl : 

Li integrate, prise le long d’un contour simple par count 
dans le sens direct, d' une fonction univoque d'une variable 
imaginaire, reguliere en tons les points da contour et de Vaire 
quit re nfer me, sauf en des points iso les, en nombre fini, non 
sit ues sur le con to ur, est egale a a prod ait pariir^ de la somme 
des residus re latifs a ax points sin gaiters, Cette somme est 
nulle si la fonction est holomorphe sur le contour et d Uinte- 
rieur da contour, 

Ce the ore me va elre applique a une fonction univoque F («), 
reguliere en lout point du plan, sauf en des points singuiiers que 
nous supposerons etre des poles, en nombre fini dans toute por¬ 
tion frnie du plan. Nous prendrons pour contour le parallelo- 
gramxne dont les sommets sont u Q , &o -S- 2 H- 2 co 3 , 

u 0 + 2 w 3 ; u 0 est un point quelconque, clioisi toutefois de maniere 
que les poles de F(«) ne soient pas surles cotes du parallelogramme; 
les quantites co 4 ? o) 3 sont telles que la par tie reelle du rapport 
soit positive; nous continuerons (n° 86) d’appeler ce parallelo¬ 
gram me : parallelogramme des periodes. 

Pour parcourir le contour de ce parallelogramme dans le sens 
direct, nous supposerons que la variable reelle t croisse de o a 1 , 
d’abord dans l’expression a 0 + 2 o, t, puis dans Fexpression 
u 0 -j- 2 to, -4- 2 to 3 1, puis qidelle decroisse de 1 a 0 dans les expres¬ 
sions u 0 H- 2 co 3 + 2 t, u 0 4- 2 oj 3 nous rencontrerons ainsi les 
sommets du parallelogramme dans l’ordre specifie plus haul, et, a 
cause de Pbypothese faite sur le rapport nous aurons par- 
courn son contour dans le sens direct. 

D’aprcs cela, le theoreme de Cauchy nous donnera Pegalite 
fondamenlale 


2 (Oi 


— 2W3 


F( 

do 

f\n 

do 


2 0)1 t) — F ( Uq-t~ 2 CO3 -H 2 0)1 0 ] dt 


Uq-^t 2 0) 3 t ) — F( Z£ 0 -j- 2 DU -h 2CD 3 ^)] dt = 21T, S«&, 


ou Sdl clesigne la somme des residus relatifs aux poles de la fonc¬ 
tion F( w) a Pinterieur du parallelogramme des periodes. 
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3o3. Avant d'aborder noire objel principal, nous Icrons unc 
applicalion de ce theorcme, qui en monlrera la porlce. 

La fonclion univoque s(«) n’admeldans le parallelogramme dcs 
periodes qu'un pole, congru a o, modules 2 W|, aco,,, cl 1 c rc.iidu 
relalif a ce pole est i, com me il re suite de la forniule (Ho). D’ail- 
ieurs, il resulte de la formule (VI3) que l’on a 

t ( Uq -r- 2 OJj t) — £ ( lh -T- 2 OJ 3 4- 2 Wj t ) = — A 7] a, 
r( 2 CO-J ^ 2 CO! -{- = — 2 ^ 1 ; 

Teealile fondamentale nous donne ainsi, el de la facon la plus 
aisee, la relation du n° 108, 

Tzi 

7)iW 3 —r^O)! = — • 

35 i. Arrivons main tenant a la theorie des fonctions doublement 
periodiques et rappelons d’abord que nous enlendoos ton jours 
par la des fonctions univoques, n’admettant pas d’autre singula- 
rite que des poles. Les peri odes seront toujours designees par 2 to ,, 

2 co 3 , a moins qu’on ne previenne du conlraire; elles seront regar¬ 
de es com me donnees, et la par tie reeile du rapport sera sup- 
posee positive. 

Si fiu) est une fonction doublement periodique, 1c premier 
membre de Fegalite fondamentale (n°352), oil l’on remplace F(V/) 
par fiu) est evidemment nul. Done : 

La somme des residus d' une fonction doublement periodique, 
d Vinterieur du parallelo gramme des per lodes, est nulle. 

Il n’existe pas de fonction doublement periodique n’admeltanl 
qu an pole simple dans le parallelogram me des periodes. En of¬ 
fer, le residude ce pole devrait etre nul; le pole n’existerait pas; 
la ionction serait entiere; elle se reduirail a une constantc (n° 84). 

335. La derivee logarithmique d’nne fonction doublcmcnl pe¬ 
riodique/(^) est elle-meme une fonction doublement periodique. 

Mais la somme des residus de la fonclion esl la difference 

enlre le nombre des zeros (<) et le nombre dcs poles dc la fonc- 

n Un zero (on une racine) d’une fonction /(«) est unc yaleur dc u pour 
iaquelle cette fonction est nulle. 
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lion f(u)j cliaque zero on chaque pole ctant compte autant de 
fols qiFil y a d’unites dans son ordre de multiplicity Done : 

A Vinterieur du par allelo gramme des periodes, une /auc¬ 
tion doubiement periodique a autant de zeros que de poles, 
les zeros ct les poles etant comptes comme on vient de Fexpliquer. 


356. Appliquons encore Fegalite fondamentale du n° 352 a la 
fonction 

f( u) 


F (U): 




en design an l to uj ours par /( u) une fonction doubiement perio- 
dique. A Tinlerieur du parallelogramme des periodes, la somme 
des residus dc cetle fonction sera la difference entre la somme des 
zeros et la somme des poles de la fonction /(a ); chaque zero on 
chaque pole doit figurer dans la somme autant de fois qiFil y a 
d’unites dans son ordre de multiplicite. 

On a immediatement 

F(Z£ -4- 2U)i ) — F (ll) = 2C0i 
F ( U % 0 ) 3 ) — F ( u) = 20J 3 
en sorte que le premier membre de Fegalite fondamentale devient 


f f (u) 
/OO 7 

/'( ll)' 

Too ; 


- 2 Wj 



y( 2 w i t) 


clt -H 2 ( 1 ) 3 



dt 

f{u^-£-2^ z t) 


ou encore 



0+ ll) 

f ( u o ■+■ u ) 


dll 4- 2 0)! 


£ 


,iu. 

A u o-F u) 


Les deux integrates qui figurent dans cette expression sont recti- 
lignes; elles sont respectivement egales a quelqu’une des deter¬ 
minations des quantites 


i 0 rr r Mii ~ r 2t 2 0, 
° /(««) 


l 0 £ 


f( Up-r- 2 CO3) # 

/Oo) 


puis que la fonction f(u) admet les periodes 20 ^, 2 to 3 , chacun 
des logarithmes est egal a un multiple entier de 27:1. Done : 

A l’ in ter ieur du par allelo gramme des periodes, la somme 
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des zeros d 1 une fonction doublenient pemodique, duninuee 
la somme des poles, est congrue ct zero, moduhs 

Ce tlieoreme est du a Liouville. 

351. Comme les poles de la fonction doublemcnl periodiq 
f(a) — C. ou C designe une consume, coincident avcc les pol 
dels fonction doublement periodique f(u), on voilquc lc nomb 
des racines de Fequation f(u) = C, contenucs a Finlerieur < 
paralielogramme des periodes, est egal an nombre des poles 
f{u\ et que la somme de ces racines est congruc a la somme d 
poles de f\u). Cette somme des racines, si Ton nc lienl pas comp 
des multiples entiers des periodes, est done, comme lenr nombi 
independante de C ( 1 ). 


II. — Decomposition des fonctions doublement periodiques 
en elements simples. 

358. On doit a M. Hermite ( 2 ) une formale capilalc qui dom 
Fexpression de toutes les fonctions doublemcnl periodiques. 1 
raison de son analogic avec la form ale de decomposition des fra 
lions rationnelles en fractions simples, il convienl de donner 


(',• On observera que Fequation / (u) = z definit u comme fonction imp Lie 
cie z. En se reportant a la theorie des fonctions implicites, ou, ce qui revienl 
m^rne, a la theorie du retour des suites, on apercevra immediatement la ver 
de la proposition suivante. Supposons marques, dans le plan qui sert a fiyurer 
variable c. les points dont les affixes sont les valeurs de f (u) pour les racir 
de Tequation f'(u) = o, et considerons une aire (A) limitec par tin c.onto 
simple et ne contenant aucun de ces points : si appartient a l’aire (A) cl si 
est une raeine de 1 equation f (u) = z 0 , il existe une fonction (et une soul 
Uz = r' z }' reduisant a u 0 pour £ = z 0 , bolomorpbc dans (A), ct qui est to 
eciin que i'on ait identiquement, dans cette aire, 

/[?(•=)] = *. 

Il y aura, dans faire (A), autant de fonctions holomorphcs, distinctcs entre clE 
ouissant de cette derniere propriety que la fonction f(u) a de poles. Elies se i 
duiront, pour s aux valeurs des racines de liquation f {u) = £ o . A Fu 
quelconque d’entre elles on pent ajouter d’ailleurs 2 mw, -+~ a/iw, ou in el n sc 
des entiers quelconqnes, sans que la derniere relation cesse d'avoir lieu. 

(-) Note surla Theorie des fonctions elliptiques ajoutee a la sixiemc editi 
du Trade de Calcul differentiel et integral de Lacroix. 
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cetle formule le noni cle decomposition d’une fonction perio- 
dique en elements simples. C’est la fonction qui va v jouer le 

role cFelement simple, le nieme role que joue la fonction - dans 
la theorie des fonctions rationnelles. 

Considerons la fonction 

F(u) =f(u)Z(x — u), 

oil /( a) est line fonction doublement periodique, et ou x designe 
pour le moment une cons tan te quelconque; on aura 

F ( u -h 2 coi) — F ( u ) = — 2 r t j f( u ), 

F(«4--2W;F —F(«) — — 2r i3 /( in\ 

si done on applique a la fonction F (u) Fegalite fondamentale, on 
voit que la somme de ses residus a Finterieur du parallelogram me 
des periodes, multipliee par 2 iiz, est egale a 

4 r i3^i / /(« 0 H- t i^it)clt— 4^003 / fiu^-T-o^ z t)dt, 

et que, par consequent, elle est independante de x. 

Si, maintenant, Fon designe par a Fun quelconque des poles 
de la fonction f'( 11 ) et par a Fordrc de multiplicity de ce pole, 
on aura, aux environs du point a , im developpement de la 
forme 

/(« + A)=Aj + A,Dj +A.DW i -t-Aa-tD'a-in 

011 c £ (A) designe une serie entiere en A, ou A, A,, A a _i sont 
des constantes, ou enfin D, D f2) , . . ., sont des symboles de 

derivation par rapport a k. On a d’aiileurs, aux environs dumenie 
point «, 

£(x — a — h ) — t,(x — a ) — ^ l 1 (x — a ) -+- —7 Z"( a? — a) — ... : 

en designant par 'Q{x — cz), *Q ! (x — a), ... les derivees succes- 
sives de 'Qu par rapport a u, dans lesquelles on a remplace a par 
x — a. Le residu de la fonction F(w) = f(u) K(x — u), relatif 

au pole a, e’est-a-dire le coefficient de ^ dans le developpement 
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&efia — h)*(x — a — h), ordonne suivant les puissances evois- 
santes de A, est done 

Ar (x — a) -f* Ai Z'(x — a ) - 4 -.. • -+- A a-1 S (a "‘ 1) (x — a). 

Les residus de la fonclion F (u), relalifs aux divers poles de 
f(u ), s'obtiendront de la meme fa con *, mais eelte fonclion L(w) 
admet encore com me poles les poles de ^(x u). Dans 1c paial- 

lelouxamme des periodes, ces poles se reduiscnl a on soul, a savoir 
le point congruent a x ; ce pole, pour la fonclion n), csl 

simple el son reside est — i ; le residu correspondent de la func¬ 
tion/( m) ZJx — u) sera done —f(x)- 

Ainsi. la somme des residus de la fonclion F(«), a rinlcricur 
du parallelogramme des periodes, est egale a 

i = V 

yfA.*%(x-a { ) + XfZCx-cn)-*-. ■ - + A«_ t ?*•-"(* - «/)] -/(*), 

i=l 

oil les poles distincts, a Tinlerienr du parallelogramme des pe¬ 
riodes, sont designes par ct { , a 2: • . a/, . . ., a Vl oil a i designe 

i'ordre de multiplicite du pole oil enlin hS l \ A l {\ . . ., Aj^.Li 
designent des constantes qui dependent, com me on fa explique, 
du developpement de la fonclion /( a L 4- h), suivant les puissances 
ascendantes de A. 

Celte somme ne depend pas de x ; eii la design an l par G, ct cn 
remettant enfm u a la place de x, on voit que loutc fonclion dou- 
blement periodique/( a) pent elre mise sous la forme 

V 

1 = 1 

C est la formule annoncee. Reciproquement, une expression telle 
que le second membre, lorsqu’on y remplace u par u + ra o>,, on 
par u -f- 2co a , se reproduit augmentec du produit dc a-/),, on dc 
2 t i3 , par la somme des residus A f, > + A< 2 > + ... + A< v > relalifs aux 
poles du parallelogramme. Elle sera done line fonction double- 
ment penodique si la somme des residus est nulle. Nous savions 
deja que cette condition est necessaire. 

3 S 9 . Nous ferons, sur eette formule, quelques observations. 
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On a suppose, pour i’etablir, que les pules de la fonction dou- 
blement periodique /( it) etaient situes a Finterieur d’un meme 
parallelogramme cles periodes; mais il est clair que si, clans ie se¬ 
cond membre, on substitue aux nombres at des nombres qui leur 
soient respectivement congrus, modulis 2co { , 2 gj 3 , onalterera tout 
au plus la constante C; d’ailleurs (n° 78), aux environs de deux 
poles congruents a\ les developpements de la fonction f(u) 
suivant les puissances ascendantes de it — it — ct L sont idcn- 
tiques; on pourra done appliquer la forniule de decomposition a 
un systeme quelconque de poles de pourvu que ce systeme 

comporte un representant et un seal de chaque pole cl ef(u'); on 
obtiendra la meme forme avec les mernes coefficients; la con¬ 
stante C pourra seule etre changee. 

II est d’ailleurs bien aise de voir que, sauf la substitution insi- 
gnifiante c[ui consiste a remplacer quelques poles par des points 
congruents et a changer alors la constante additive, la decompo¬ 
sition d’une fonction doublemenl periodique en elements simples 
ne peut se faire que d’une facon. S’il j avait, en effet, deux telles 
decompositions, la difference entre les deux expressions compor- 
terait quelcjue pole. 

Ides proprietes de la fonction u u, cpii sont intervenues dans la 
demonstration, sont les suivanles : cette fonction se reproduit a 
cles constantes additives pres, quand on ajoute les periodes a 1’ar¬ 
gument ; elle n’a qu’un pole simple dans le parallelogramme des 
periodes; ce pole est congru a zero, modulis 2 co i , 2to 3 ; le residu 
correspondant est un. Les deux premieres proprietes sont les 
plus essentielles; le lecteur apercevra de lui-meme les legeres mo¬ 
difications qifil y a lieu de faire subir a la formule quand on sub¬ 
stitue a la fonction ^(u) une autre fonction qui possede seule- 
ment les deux premieres proprietes. 

Lorsqu’une fonction doublcment periodique sera decomposee 
en elements simples, on pourra l’integrer; les termes en (u — a), 
™ (u — a), ... s’integrent immediatement; quant a <{11 — a) , 
e’est la derivee de logcr(^ — a). 

360. line fonction doublement periodique est dite du n lhme 
ordre lorsqu’elle a, dans le parallelogramme des periodes, 
a poles (011 n zeros). Chaque pole (ou chaque zero) doit etre 
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compte autant de fois qu’il y a d’unites dans son ordrc dc mul- 

II n’y a pas de fonction doublement penodiquc du premier 

ordre. , . 

La formule de decomposition en elements simples met cn evi¬ 
dence 1’existence de fonctions doublement periodiques de tous 
les ordres, a partir du second. 

Les fonctions du second ordre apparliennenl a deux types dis- 
tincts suivant que leurs deux p6les sont simples, ou qu’cllcs 
rront qii’un seul pole double. 

Dans le premier cas, les residus relatifs aux deux poles a,, a* 
seront egaux et de signes contraires; la fonction sera de la forme 
C —A[rfw —fli)——a 2 )l- Si ^< est irn zero de cctte fonc¬ 
tion. Paulre zero sera congru (modulis 2 co l7 2 co 3 ) a a K -\- a* b K . 

Dans le second cas, le residude la fonction relatif an pole unique 
a sera nul, et la fonction sera de la forme C -+- Bp(w o). Si b K 
est un zero de cette fonction, l’autre zero sera congru a 2 a — b { . 
C’est a ce dernier type qu’appartiennent les fonctions £ 2 (^)- 

On voit aussi que si f(u) designe une fonction doublement pe- 
riodique du second ordre, d’ailleurs quelconque, toutc autre 
fonction doublementperiodique du second orclrc ayant les memos 
pules pourra etre mise sous la forme A 4- B/( u), oil A, B sonl 
des constantes. II suffira, en effet, de determiner la consLanlc B 
de maniere que la difference entre cette fonction et la fonction 
don nee n'admette plus qu’un pole simple, et, par consequent, se 
reduise a une constante. 

On classera de raeme les fonctions de cliaque ordre. 


III. — Fonctions doublement periodiques de second© espece. 

Decomposition de ces fonctions en elements simples. 

361. M. Her mite a designe sous le nom de fonctions double¬ 
ment periodiques de seconde espece les fonctions univoques, sans 
autre singularity que des poles, qui sc reproduisenl multipliees 
par des constantes quand on augmente l’argument d’une periode. 
Par opposition, les fonctions doublement periodiques ordinaircs 
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soul elites cjuelquefois de premiere espece, Nous sous-entendrons 
souvent les mots : doublementperiodiques . 

Si Ton designe par S(u) une fonction de seconde espece, par 
p-i, p -3 des constantes auxquelles on donnera le nom de multipli¬ 
ed Leurs, on devra avoir 

5 '( U 2 0 )i ) = f-ti $(u)j £( u 4- 2 Ct>3 ) = 

On tire de la, en designant par /i,, n 3 des entiers queleonques, 
positifs ou negatifs, 

2 71 j 00 j -f- 2 /Z 3 W 3 ) = JJ.” 1 $ ( u) . 

Si, en particular, on suppose = n 3 = — i ; si Ton continue de 
poser 

0>j_ -r(i)j + CO3 = 0 ; 

si, enlin, on designe par u 2 l’inverse du produit p, p 3 , on aura 

-h 2 0) 2 ) = 

II est parfois commode de dire aussi de p. 2 qu'il est un multi- 
plicate ur de la fonction $(u). 

11 est clair que, si G designe une constante quelconque, 
S(u H-C) designera une fonction de seconde espece, ayant les 
mernes multiplicateurs u 3 , que J( u) ; — u), <-7(C — u) seront 

des fonctions de seconde espece, avec les multiplicateurs 

362. Le produit ou le quotient de deux fonctions de seconde 
espece est aussi une fonction de seconde espece; les multiplica- 
leurs de la nouvelle fonction sont les produits ou les quotients 
des multiplicateurs correspondants des premieres. 

Une fonction exponent]’elle de la forme e cll+c \ ou c et d sont 
des constantes, est une fonction de seconde espece, dont les mui- 
tiplicateurs sont e 2CM i, e 2cby z. Si Ton se donne une fonction de se¬ 
conde espece $(u) dont les multiplicateurs soient p 3 et p 3 , en la 
mu hi pliant par c cu+c ' : on lui fera acquerir les multiplicateurs 

p H e 2CM ^ p ;} e 2<?f0 3. 

Le premier multiplicateur sera egal a F unite, si Fon determine c 
par la condition 2 Cio 3 = — log[x<, et cela, quelle que soit la de¬ 
termination du logarithine. 
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Nous dirons d’une fonction de seconde especc qu’cllc cst re- 
duite si son multiplicateur relatif a la periode 2 to, cst cgal a 1 u- 
nile. On peut toujours recluire une fonction de seconde espece 
en la multiplianL par une exponentielle convenable. S’il arrivail 
que. pour Uune des determinations des logarithmes, on cut 

loggl __ Jog[^3 

•2C0 1 2C0 3 

il est clair qu’en multipliant la fonction d ! (w) par e cl1 ^ oil c de¬ 
signs la valeur commune des deux rapports precedents, on obticn- 
drait une fonction de premiere espece /(m); invcrsemcnt, §(u) 
s'obtiendrait en multipliant /( a) par e~ cu 1 et ce cas nc nous four- 
nirait rien d'essentiellement nouveau; nous pourrons done l’dcar- 
ter des que nous le voudrons. 

II est a peine utile de faire remarquer que tout point congruent 
a on pole ou a un zero d’une fonction de secondc especc csl iui- 
meme un pole, ou un zero, du me me ordre de multiplicity. 

363. La derivee logarithmique d’une fonction dc sccondc es¬ 
pece $(u) est evidemment une fonction de premiere especc f(u), 
dont les poles sont les zeros el les poles de la fonction 3(u ); 
le residu de chaque pole de f{u) est 1’ordre de mulliplicilc du 
zero oil du pole correspondant de 3(u), cel ordre etant affecte du 
signe -f- s’il s’agit d’un zero, du signe — s’il s’agil d’un pole : 
done, puisque pour une fonction de premiere especc la somme 
des residus doit etre nulle pour les poles qui appartiennent a un 
meme parallelogram me, on voit que, pour une fonction dc se¬ 
conde espece, dans le parallelogramme des periodes, le no mb re 
des poles doit etre egal cm nombre des zeros, cliaque pole ou 
chaque zero etant compte autant de fois qu’il j a d’unilcs dans son 
ordre de multiplicity. 

364. La fonction 

O' ll 

°u G, c et u Q sont des constantes quelconques, n’admet qu’un 
pole dans le parallelogramme des periodes, a savoir le point con¬ 
gruent a zero; c est une fonction de seconde espece, dont les 



multiplicateurs sont respectivement 

e 2fw 3 +2K 0 r J3j 

ainsi qu’il resulte des formules (XXII^. Ccs multiplicateurs peu- 
vent etre identifies a deux nonibres quelconques p. s , ul 3 , en sup- 
posant 

C COJ[ - 4 — Z^o'Cji = “ log {J.J, CCD 3-+- Uo T iZ ~ ~ log U3, 

d’ou 1 ’on tire 

('01 log [-*.3— r )3 logp-i), Uq = 4 -(cd 3 logCOj log'i.3), 

a cause de la relation r n to 3 — r i 3 co< = — • Les determinations des 

logaritlimes peuvent d’ailleurs etre clioisies arbitrairement. 

On observera que u 0 n’est congru a zero, mo cl a Us q w h 20 ) 3 , 
que si, pour une determination convenable des logaritlimes, on a 

Iogp-1 log JJL3 

COi ~ co 3 

Dans ce cas, la fonction ilb (u) se reduit a une exponentielle de la 
forme e clL+c '. S’il n’en est pas ainsi, la fonction itb (zz) admet pour 
zero le point — z / 0 ct to us les points congruents; elle admet pour 
poles simples les points congruents a zero. 


365. Si Ton suppose que p,, p . 3 soient les multiplicateurs 
cl’une fonction donnee de seconde espece, $(u); si Ton determine, 
comnic on vient de l’expliquer, les constantes c et u 0 de maniere 
a former la fonction ilb (zz), les fonctions 


IjJlJ , $(u) alb (— u), 3 (u) alb (Go — u), 

alb ( u ) 

oil C 0 designe une constante, seront des fonctions de premiere es¬ 
pece, en sorte que Pintroduction de la fonction olb(zz) ramene 
I’etude des fonctions de seconde espece a celle des fonctions de 
premiere espece. 

Nous allons d’abord deduire de la la proposition suivante, qui 
est l’analogue du theoreme de Liouville pour les fonctions dou- 
blement periodiques ordinaires : 
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En dehors de la fonction exponentielle e cu+c \ il id ex isle pas 
defonction transcendante entiere cjui soil douhlement perio- 
dique de seconde espece. 

Si, en effet, §{u) est one fonction transcendante entiere, la 
fonction doublement periodique ordinaire 3(u) ifl>(— u) ne peat 
avoir dans le parallelogramme des periodes qu’un pole unique et 
simple, a savoir le pole de t)b(— u ); ellc sc reduil done a unc 
constante Q! differente de zero. Si u 0 n’etail pas congru a zero, 
poor u = it 0 la fonction t)b (— u) serail nolle et le produit 
iiK» — u) 3(u) ne poarrait 6lre egal a C/, puisqoe la quantile $(u () ) 
est fioie. II faut done sopposer qoe a 0 soitcongru a o; c’esl le cas 
ou la fonction se red nit a une exponentielle de la forme 

e ca+c '; il en est de meme de la fonction $(u). 


366. On voit aussi que, quelle que soil la fonction de seconde 
espece J(w), si ses multiplicatenrs p.*, p, 3 verifient, pour une de¬ 
termination convenable des logarilhmes, la relation 


log [J-l _ log ^3 . 

COq 0J 3 9 

en d autres termes, si u 0 est congru a zero, modulis aco,, o jt o 3 , 
la fonction 3(u) sera le produit (Tune fonction doublement pe- 
riodique ordinaire f(a) par une exponentielle cle la forme e cu+c \ 
puisque le rapport 

${u) 

t)b ( u ) 


est une fonction doublement periodique ordinaire, cl qne 
se reduit a une exponentielle; e’est d’aillcurs ce quo nous savions 
deja (n° 362). Desormais nous ecarterons ce cas. 

Supposons done du 0 different de zero, nous poserons 


cib ( ll ) 


11 ~+~ Uq ) 
C u et Uq 


e cu 


et 1'on aura 

A(«-i-aa> x ) = x(u) = ^x^u). 

La fonction admet le point o pour pole, et le rcsidu cor- 
respondantest 1 . On reconnaitaisement qu’il n’exisle pas d’aulre 
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fonction de seconde espece anx multiplicateurs p, et u 3 , adrnet- 
tant pour pole simple le point zero et les points congruents, n’en 
a d met tan t pas d’autres, et telle enfrn que le residu relatif an 
pole o soit egal a i. En effet, le rapport d’une telle fonction 
a o.l ,(u) serait necessairement une constante, puisque ce serait 
une fonction doublenient periodique ordinaire sans pole, et Yon 
voit que cette constante doit etre egaie a i, a cause de Flijpo- 
iliese relative aux res id us. 

367. Si, maintenant, 3(u) est line fonction de seconde espece, 
aux multiplicateurs a,, u 3 , et si Ton designe par x une constante 
quelconque, la fonction 3(il) -\>(x — u) sera une fonction de pre¬ 
miere espece; la sorame de ses rcsidus a Pinterieur du parallelo¬ 
gram me des periodes sera nulle. En calculant cette somme, exac- 
tement com me on Pa fait pour la fonction /( u) t{x — u), on ar- 
rivera a cette conclusion que la fonction 3(u) peut se mettre sous 
la forme 

i = V 

a) 8(u) = A 1 /' =V( m — «*•) -t- • . + A^Lj _ Cii 

i— 1 

oil a i9 a 3 , .. a v designent les poles distincts de la fonction ${u) 
situes a l’interienr du parallelogram me des periodes, oil le nombre 
entier positif a; est Pordre de multiplicile du pole oil *\J(u — #/), 
J\s> lf (u — cii), ..., (a — cu) designent les derivees par rap¬ 

port a u de la fonction X(u — cti) jusqu’a Pordre a f -— i, oil enfin 
A^, A f / ] , . .., designent les constantes definies par le deve- 

loppement 

$(a £ -h h) = A<‘ - > jr + A'/> DI+...+ A^Li J -+■ <P(/0> 

relatif aux environs du pole ac 9 dans ce developpement, qui pro- 
cecle suivant les puissances ascendantes de A, c £(h) designe une 
serie entiere en A; D ~ ? • * • ? ~ designent les derivees suc- 

cessives, par rapport a h, de i jusqu’a Pordre a/— i. 

La fonction est a in si decomposee en elements simples. 

Reciproquement, une expression telle que le second membre 
de l’equation (a), lorsqu’on j remplace u par u + :iu { , zi+ 2 w 3 , 
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se reproduit multipliee par pi, u.3, pmsqu’il en csL ainsi de la 
fonction X(u) et de ses derivees par rapport a u. Cc second 
membre represente done une fonction de scconde cspecc dont les 
mulliplicatenrs sont ceux de la fonction X(u)- 

368 . Cette formule suggere des observations LouLes pareilles a 
celles qui ont ete faites au n° 359 . 

D’abord, si l’on substilue au pble <z; un point congruent 

ai = ai -1- 2 n l Wj - 4 - 2/i 3 to 3 , 
il est clair, a cause de la relation 

X (u — a /) = 1 (J.j n 3 X ( u. — ai ), 

que. dans la formule (a), les nombres A\ l \ ..., A^. t devront 
etre multiplies par p." 1 p.” 3 ; mais, d’un autre cole, beg-alile 

3 ( U - 4 - 2 n i COj - 4 - 2 ll 3 10 3 ) = Jlf 1 [Jlja 3 ( U ) 

montre de suite que, dans le voisinage du pole a \, les coefficients 
du developpement de 3(u), suivant les puissances de u — a L , 
s’obtiennent en multipliant par p." 1 pij 3 les coefficients du devclop- 
pement de 3 (u) suivant les puissances de u — <7/, dans le voisi¬ 
nage du pole cii. Par consequent, on pourra appliquer la for¬ 
mule (a) et la regie pour determiner les coefficients en prenant 
pour les points a { , a 2 , ci v un sjsteme quelconquc cle poles de 
la fonction J(w), pourvu que ce systeme conticnne un represon- 
tant et un seul de chaqne pole. On voit aussi que, sauf la modi¬ 
fication que nous venons d’indiquer, la decomposition en ele¬ 
ments simples ne pent s’effectuer que d’nne sen le faeon. On recon- 
nait enfin que les proprietes essentielles dc la fonction 4 o(<y), qui 
servent dans cette decomposition, consistent a admettre les mul- 
tiplicateurs p. 3 eta n’avoir, dans le parallclogrammo cles pe- 
riodes, qu’un pole simple. L’liypotbese que cc pole esl le point 
zeio et que le lesidu correspondant est i nc sert qu’a simplifier 
la formule. 

369. Quaud les mulliplicatenrs p.<, u 3 d’unc fonction de seconde 
espece 3(u) sont donnes, il y a une relation entre les zeros et les 

pules. En effet, puisque la fonction J(«) X(— u) est de premiere 
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espece, dans le parallelogramme des periodes, la sommc de ses poles, 
diminuee de la somme de ses zeros, esl congrue a o, modalis 210 *, 
2 a) 3 . Chaque pole et chaqoe zero doivent figurer clans chacime des 
sommes autant de fois qu’il j a d’unites dans son orclre de multi- 
plicite. Comme le pole de -X>( — u) est congru a o, et son zero 
a u 0 , on voit que la somme des poles de la fonction,f ( u) diminuee 
de la somme de ses zeros doit etre congrue a u 0 ; en d’a utres termes, 
en designant un pole cjnelconque par a, im zero quelconque par b. 
par S b les sommes des poles et des zeros contenus dans an 
parallelogramme, chaque pole et chaque zero figurant dans la 
somme autanl de fois qu’il y a d’unites dans son ordre de multi- 
plicite, on a 

lid — Zb — 7 —• (to 3 log [j.i— to* log[jL 3 ) (model, awj, 2 w 3 j. 


Ce theoreme, qui est F analogue de celui du n° 355 pour les fonc- 
tions de premiere espece, subsiste si Ton a u 0 = o. On le retrou- 
verait, ainsi que le theoreme sur Fegaiite des nombres de poles 
et de zeros, en appliquant Fegaiite fondamentale du n° 352 aux 

fonclions u ~ -- u ~ , e’est un calcul que nous aurons i’occa- 

3(u) $(u) ^ 

sion de developper bientot dans un cas plus general. 


370. Le nombre des zeros d’une fonction de seconde espece 
etant egal an nombre de ses poles, on peut classer les fonctions 
de seconde espece, comme cedes de premiere, d’apres le nombre 
de leurs poles. Une fonction de seconde espece qui a n poles on 
n zeros est dite du n^ me orclre. La formule de decomposition en 
elements simples met en evidence Fexistence de fonctions de se¬ 
conde espece de tous les ordres. e ,l> (u) est une fonction de seconde 
espece, du premier ordre. 

371. Cette fonction A->(u) joue un role considerable dans la 
theorie des fonctions doublementperiodiques. Signalons quelques 
cas particulars. 

Si la fonction <A>(u) est reduite, elle jouera le role d’element 
simple pour les fonctions reduites; on a alors, puisqu’on peut 
supposer log pc, == o, 

__ 03 1 l°g P3 __ T H i U -3 _ T l l lL 0 . 


T. el M. — III. 
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In I one lion -X(u) se presentera done sons la forme 


on encore, en posant 


o) e - } 

a'ua'u o 


u 

2 U>i 


('0 


11 

2 CO 0 ? 


x= 2 liv, cr 0 = 'iKPo, 


sons la forme 

I 5*1 (q)^! ( C ~+~ ( ’u) 
2 Wj SifejS'ifeo) 


\/ei — e3 


H'(o) H O H- T 0 ) ^ 
H(3?)H (z’v) 


372. Considerons encore le cas ou les mulliplicateurs p.j, p- : s 
fl'iine lonction de seconde especc seraienl des racincs n ( ' n,es de 
Funite, en sorte que la puissance /i ienlc de cetle fonction serail uim 
fonelion doublement periodique ordinaire. Soienl, par exomple, 
en designant par p>, q des nombres en tiers non divisibles Ions les 
deux par n : 

_ 2 q 7T /' iPJZi 

;ai = e , p-3 = e « ; 


nous designerons, dans ce cas, F element simple par ^ Pl q(u) ; 
trouvera sans peine 


c-F p^q (a) — 


, ( u _ 2 P W ' ^ 3 ff t0 p 


J2/r/] t -l-2ry/l 3 ) - 


2 pti) i -f- O ^ 0) 3 


on 


il sera lui-meme la /i ieme racine d’une fonction doublement perio- 
dique ordinaire. 

Dans le cas oil n == a, on peut prendre, pour le sjsleme de 
nombres en tiers (/?, g), les trois systemes (o, i), (r, o), (t, i), 
el Ton retombe ainsi sur les fonctions 5 a o(^)? qui sont, en cflel, 
relativement aux periodes 2 oj 1 , 2 co 3 , doublement periodiques de 
seconde espece, avec les mulliplicateurs ±: 1 . Les fonctions A»p,q(u) 
sont clone, conime le remarrpie M. Kiepert, qui a monlre leur role 
dans la theorie de la multiplication et de la transformation, la ge¬ 
neralisation immediate des fonctions £ a0 ( u ). 

3i3. Les proprietes suivantes de ces fonctions resultent imme- 
diatement de lenr definition, des proprietes elemenlaires de la 
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fonotion du el de la formule (Vlb) : 


A p ^( u 

_i_ <2 

Wl) 

= ~X p . v (u)e 


4 - 2 

00*2 ) 


dto p 5 q ( U 

-i -2 

W 3 ) 

II 

<3 

1 1 - 

A p-x-n i q 

(«) 


= A p , q ( n ), 

A P p{( — 

- U ) 


= cb — —q ( U 


olo luq ( u ) A-p, - q ( U ) = p U — p( - 2 ^- C °- j ? 

n — 1 n — 1 

JJAV,,,»/(«) = JJ_ [p« —p (r • 

/• - I r = 1 

Cette derniere egalite suppose que n est uii nombre impair. 


374. Designons enfin par A>(u, u {) ) ce qne devient la fonction 
generate A(u) quand on y remplace la constante c par ^(^ 0 ); 
posons, en d’autres termes, 


alj ( u , u o) 


C(ll-~U Q ) „r 

- Q— U ». 

dll u dll 


On observera que la derivee logarithm)que de A (a, u Q ) est 
egale (VIl a ) a - ; on en conclut aisenient que la fonc- 

c 2 p U p Uo 

lion A(u, u Q ) verifie l’equation differentielle lineaire 


cl 1 A(u, i( {) ) 
du- 




La fonction A (u, u 0 ), consiclen'e com me une fonction de u {) 
meritc de fixer un instant rattention. il suflil de se reporter aux 
egalites (XII) pour voir qu’elle jouil clc la propriete qu’exprime 
Tegalite 

- I, (It. It o-r- 2 w a ) = - U ( u, Uq) ( a = 1 , 2 , 3). 

lulle dcvrait done etre regarde e com me doublement periodique, 
si nous n’avions pas excLu les fonctions, me me univoques, qui ad- 
mettent dcs points singuliers essentiels; tel est evidemment Je cas 
de la fonction A(u, u 0 ) qui, puis que figure en exposant, ad- 

met comme points singuliers essentiels tons les poles de tu 0 . On 
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observera que, dans le parallelogramme des periodes, la fonction 
regardee comme line fonction de Uq, n admel qu un 
zero, congru a — u, et un pole congru a o (moclulis aw,, aw,.,). 
On reconnait de suite, a cause de 1 ’egalite (VH,), quo I’on a 


A,(u, u<>)A(u, —uo) = pu-P u »• 


IV. — Fonctions donblement periodiques de troisieme espece. 

375 . En faisantun pas de plus dans la voie que nous venous 
de suivre, nous sommes amends a etudier les fonctions que M. licr- 
mile a designees sous le nom de fonctions doublenient perio- 
diques de troisieme espece; c’est a ce type qu’appartienncnl les 
fonctions iin $(«). Les fonctions de troisieme espece sont 
defmies. en general, comme etant univoques, comme n’admeltant 
aucune autre singularity a distance fmie que des poles, et enfin 
comme satisfaisant aux equations fonclionnelles 

M*( a — 2o>i) = 'F(m), x ^( u “+■ 2C0 d) = ^V(u), 

Mi, Nq, M 3 , N 3 etant des constantes. Ici encore, i! cst clair que les 
poles et les zeros de la fonction l F( w) devront se reproduirc pe- 
riodiquement. 

376. Les constantes N f , JI 3) N 3 ne peuvent etrc choisics 
arbitrairement; en efifet (*), les equations precedentes entrainent 
celles-ci : 

V( ll — '2 0>1 H- 2W 3 ) = ^(Mi-+-M3) ^-+-2 CO3 -t-Nj N 3 \Jjq u ) 

= e(M 1 H-M J )z4H-2M 3 a) 1 +N 1 +N3 

et ces dernieres exigent que 1 ’on ait 


Mi co 3 — M3 Wi = hi: 1 } 

en designant par h un entier positif, nul 011 negatif. 

Dans l’expression de W(u 4 - 2 w, + 2 w 3 ), rempla$ons u par 
n-i- 2 w 2 et resolvons par rapport a ¥(k + 2 <o 2 ); en tenant 


(*) C’est le m6me raisonnement qu’au n° 92. 



compte de la relation w 1 —f- coo —f- co 3 = o, nous aurons 

W(u 4 - 9-Wo) = e -iM 1 H->l3)«-2<M 1 4-M3)W 2 -2M 3 W 1 -N 1 -x\ J ip ( w j ; 

d’ou Ton conclut qu’on peut ecrire 

W (u 1 co 2 ) = u + l F (w), 

eu definissant Mo et No par les egalites 

Mi -4- MoH- M 3 — 0, 

Nl 4- Xo 4- X 3 — Ml to! — Mo — M 3 u> 3 = (2 /i' -f - h)~ i. 

La seconde egalite, oil h f designe an entier quelconque, resuite 
aisement de ce que 1’on a 

— '2 ( Mi -+- M3 ) CO.0 2 M3 to 1 — ( Mi to 1 -f- Mo to0 4 - M3 CO3 ) = Mi CO3 M3 to j . 

Ainsi, les six constantes M,, M 2 , M 3 , Ni, No, N 3 satisfaisanl aux 
relations precedentes, on pourra remplacer les deux equations 
fonctionnelles qui definissent la fonction W (u) par les Irois equa¬ 
tions 

VF (u 4 - 2 to a X F( u) (ol = 1,2, 3 ). 

Nous conservons aux quantites e Ha//H_;Nc4 le no m de midtip Lieu- 
lears^ deja employe pour les fonctions de seconde espece. 

377. Le produit 011 le quotient de deux fonctions de troisieme 
espece est aussi une fonction de troisieme espece; les multi plica - 
teurs de la fonction ainsi engendree sont les produits on les quo¬ 
tients des multiplicateurs correspondants des fonctions primi¬ 
tives. Lorsque le premier multiplicateur est egal a 1 , la 

fonction est dite reduite. 

Une exponentielle de la forme e AK " +BM+c , oil A, B, C sont des 
constantes, est une fonction de troisieme espece; on peut disposer 
de A, B dc facon que le multiplicateur de cette fonction relatif a la 
peri ode 2 co, soit precisement e >1) "" l " Nl , Mi et N| etant donnes. Des 
lors, etant donnee une fonction de troisieme espece, on peut la 
reduire, en la multipliant par une exponentielle de la forme pre- 
cedente. InversemenL, toute fonction de troisieme espece peut se 
deduire d’une fonction reduite, par le meme procede. 
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378. Dans une fonction rcduite de troisicme espccc, on pent 
supposer nuls M, et N,; JI 3 se deduil alors dc la relation 

M1CO3— M 3 tOi = hrd, 

et la fonction doit verifier les equations fonctionnellcs 

hjZi" ^ 

T(H-r2U|)= i r(u), W(u 2Uj) = e “ + i ■’ U). 

Observons que la constante N ;} n’a pas grand in l ore I ; si, cn ef- 
fet, dans les equations precedents, on change u on u -|- c, cn de- 
signant par C une constante quelconcjue, puis que Ton designe 
par T, {i/'i la fonction \F (u -f- C), on voit que la fonction M r ( (//) 
verifie les equations 

A 71 / t A 7 T/C 

¥» ill -r 2ojx) = Ti (u), (u - 4 - 2 to 3 ) = e w i ’ A <«>i i[iq ( //)‘ 

ce sont les niemes equations que verifie ¥(;/), si cc n'est que \ ;{ 
est diminue de - l ; d’ailleurs, connaissant la fonction M r « (tf), 

COi 7 1 \ , 7 

on connaitra la fonction ¥(^) = W { (a — C). On pent done sup- 
poser que N ;J ait telle valeur que l’on voudra, par cxemple la va- 

leur 0 , ou la valeur- — • Dans ce dernier cas, les eci nations 

O) 1 1 1 

fonctionnellesquideterminent la fonction W(u) prcnnenl la forme 

A 77 / 

¥('« ~ 2U]) = T(m), ¥( H i 2W S ) = £ <*>7"" ^ ^ 

Ainsi la recherche des fonctions de troisiemc espccc se ramfnc 
a celle de la solution la plus generale dc ces equations fonclion- 
nelles. 


379. Avant d’ahorder cette recherche, nous allons etablir, pour 
les fonctions de troisieme cspece iF(u), a mulLiplicatcurs ,/ael- 
concjues, deux relations concernant Pune la difference entre le 
nombre des zeros et celui des poles, l’aulrc la difference enLrc b. 
somme des zeros et celle des poles, analogues a celles qui con- 
cernent les fonctions de premiere el de seconde espccc. 

Appliquons d'abord l’egalite fondamenlale du n" 352 a la fonc- 
tion 
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Puisque la fonclion W(u) n’admet pas d’autre singularile a dis¬ 
tance fmle que des poles, le nombre de poles on de zeros de cette 
fonclion contenus dans le parallelogramme des periodes sera ne- 
cessairement fmi. Designons par a ,, , a v d'une part, par 

b Sl b 2l . .., b 9 d’autre part, les poles el les zeros contenus a Fin- 
terieur du parallelogramme autour duquel on effectue Fintegra- 
tion, cli a que pole on chaque zero elant repete exactement autant 
de fois qu’il y a d’unites dans son ordre de multiplicite; la somme 
des resides de la fonclion F(«), a Finlerieur du parallelogramme, 
sera p — v. 


Le calcul du premier membre de l’egalite fondamentalc pour 
F (w) = est immediat; on iroirve 2 (Mj w 3 — M 3 co,). On a 

done 

2(M1 w 3 — M 3 tOi) = 2 t :i ( p >), 

en sorte que le nombre entier que nous avons designe plus haul 
par h n’est aulre que l’exces du no mb re de zeros sur le n ombre 
de poles. 


380. Appliquons le me me theorem e a la fonclion 


F (it) = u 


W[u) ; 


la somme des resides a Finterieur du parallelogramme sera la dif¬ 
ference cl entre les so names b { -f- b 2 + ••• + bp e t a 1 4- # 2 -F • • • + # v 
des zeros et des poles. 

On trouve d’ailleurs immediatement 


F (u Q -+- 2 CO! t) — F( Uq -f- 2 t 0 3 -h 2 .toi t) 

, , \ nr ^F r (?^0-f-2onO 

= + + -^—^ 77 , ’ 

F (K 0 -+■ 2 w 3 0 — F ( u a -h 2 oji -+• 2 o ) 3 it) 
et, si Ton observe que les integrates 

t dt r x r(^-Fa(o 3 0 dt 

J Q ¥ atoji) ’ J Q ¥( u 0 -+- 2 to 3 1) 
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s int respectivement des determinations dcs quan Liles 

1 , _L_ i Q o- H“ 0+ ? . W3 ), 

2 10, ° S ’f(Mo) ’ 3 “3 8 V(U(|) 

t "est-a-dire qu’elles sont respectivement egalcs a 

Mj a,) —■ Ni -I- 2 ri\ t: i M 3 zip-l- N 3 - 4 - ^ 


2 Wi 


2 0) 3 


design ant par n j, /?3 des nombres entiers, on obtienl 

Mi u 0 -h Ni-h2rti7rn 


2 0)! J^— (Wp-i- 0)!-h 2W 3 )M 3 — 2 o) 3 
— 2 to 3 — ( U j -f- 0)3 -+- 2 0>i ) Mj — 2 OJi 


2 0 )i 

M 3 N;j+9,« 


2 W 3 




2 <:/ 7T 


En tenant compte de la relation <o s M|— w, M 3 = hizi : on en de- 

doit 

0)1 —0J3 N1 to? M 3 —to?: Mi r f \ 

d = l ...? J H- 1 - - -r-i- - — 2 /itt > 2 H- 2(n 3 W l — III 0)3 ). 


7Zl 


Z l 


Dans le cas d’nne fonction reduite, Mj et Nj sont mils et Ton a 

0) 1M 3 

r.i 


done, puisque h est egal a-congruence 

wjNj 


h tOi (model. 2 to x , 2 to 3 ). 


38 L Abordons main tenant la recherche du Ljpe le plus general 
des fonctions de troisieme espece. 

Si la fonction de troisieme espece est transcendante entiere, 
h designe, d'apres ce que nous venous de voir, le nombre de 
zeros contenus dans le parallelogramme des periodcs : e’est un 
nonibre entier positif. Quant a d, e’est la somme des zeros. Si 
i on suppose la fonction reduite, les equations fonclionnelles 
prennent la forme (*) 

_ h TC i ^ ^ 

= Y(m), 'r(« - 1 - 2023 ) = <T"^7 " +1 3 'F(n), 

dont on a, comme on l’a demontre au n° 274, la solution la plus 


('j Cette forme mime montre qu’on ne peut supposer h nul, puisque alors la 
function serait de seconde espece et se reduirait done a une exponentielle 



generale, savoir 


<p u — w 


Nous rappelons que la fonction <£(&) comporte Ji constantes 
arbitraires A 0 , A,, .A/,_, qui j figurent lineairemenl, et que 
Von a 

( u ) = A 0 4>o ( u ) H- Ax C I> i ( u) -f-. .. -+• A/j—i Qh—i ( u i, 


en snpposant 


'Xnh+rii nv — qh girir^v ^T 3 (^J lv rz'Jiz), 


ou e, suivanl noire habitude, esl mis a la place de • 

’ 7 L 

En resume, si Ton se donne les deux periodes 2 w,, 2 co 3 , et le 
nombre h de zeros dans le parallelogramme des periodes, la fonc¬ 
tion transcendante entiere la plus generale qui soil une fonction 
reduile de troisieme espece sera la fonction <£>( -4- C), qui com¬ 

porte les h- f -1 constantes A 0 , A 1? ..., A/*_,, C; la derniere est liee 
a la somme d des zeros par la congruence 

d == A (to - 2 — C) (modd. 2to l5 2oj 3 ), 

qui sc deduit immediatement de celle que Ton a obtenue a la fin 
du n° 380, en remar quant que G est egal a — w 3 — ’ 

Enfin, on obtiendra la fonction transcendante entiere la plus 
generale en multiplianl <£( w -4- G) par une exponentielle de la 
forme ou A et B sont des constantes arbitraires; il est 

inutile dc prendre celle exponentielle sous la forme e^ u " Jhhu '^ c , 
puisque le facleur e c ne ferait que modifier les constantes arbi¬ 
trages A 0 , A,, A/*_< qui figurent dans <&(u -h C). 

On observera que le iheoreme de Liouville n’a pas ici son ana¬ 
logue puisque, comme on vienl de le voir, il existe des fonctions 
de troisieme espece, autres que l’exponentielle e Aw2+B “ +c , qui sont 
Lranscendantes entieres. 


382. Le lecteur n’a pas manque de remarquer les proprietes 
importantes de la fonction ®(u) que nous avons obtenues en pas¬ 
sant. C’est une fonction de troisieme espece dont les multiplica- 
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leurs correspond an l aux periodes 21 o t , sco ;} sont respectivcmcnt 

i, ^ w * ; 

cette propriete n'est autre chose que la definition meme de la fonc- 
tion transcendante entiere $ (u')\ n^ais nous venons d apprcndre 
en outre que, dans le parallelogramme des periodes, elic a exac- 
tement It zeros et que la so mine de ces zeros est congrue modulus 
a r jj j. 2 oj;j a It (to \ —j— CO 3 ) ou, si 1 on vent, a A co o. 

De la premiere de ces deux proprietes on deduit que la lone- 
fion ne peat admettre plus d’un zero dans le parallelogram me 
des periodes, puisque la fonction ( f>(*/■), pour A = i, sc rcduil a 
3 . s | _A_! 7 ). Ce theoreme etanl le seul pour la demonstration du- 
quel nous nous sommes appuyes sur la decomposition des lone - 
lions 3 en facteurs, le lecteur a maintenant tons les elements ne- 
cessaires a Telablissement d’une theorie des fonotions S’ fondcc 
imiquement sur les developpements en series trigonometriques 
(n° 160 * qui les definissent et sur le theoreme (n° 274) cle M. 1 Icr- 
mite. 

De la seconde de ces proprietes, il re suite que si l’on sc donne 
Ions les zeros, sauf no, de la fonction <£>(//), cc dernier zero est 
determine. 

D'ailleurs, on pent construire one fonction ( !>(//) admettant 
A — i zeros A { , b 2 , , et cette fonction est determinee a 

no facteur constant pres. En eflet, les A constantes A 0 , A,, . A;,., 
qui iigurent lineairement dans $(u) seront liees par A — i equa¬ 
tions qui. dans le cas oil tons les zeros sont distincts, seront 

*0>i) = o, *( 6 2 ) = o, ^(^-0 = 0 , 

el qni, dans tons les cas, resteront lineaircs cn A 0 , A,, ..., A/*_ * . 
Ces equations admettent toujours une solution dans laqucllc to cites 
les inconnues ne sont pas nidles et determinent les rapports mu- 
tuels des constantes A 0 , A 1? A/,_ t . On ne peul, en diet, se 

trouver dans le cas d’exception de la theorie des equations li- 
neaires, car, si 1 on obtenait deux fonctions distinctes <f>(//), 
admettant les A — i zeros donnes, le rapport de ces deux 
lonctions serait visiblement une fonction de premiere espece qui 
n aurait point de pole : ce serait done une constante. 
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On vo it aussi qu’il existe des fonctions transcend antes entieres 
de iroisieme espece, qui ad me lien t, dans le parallel ogramme des 
periodes, h zeros donnes 6 ,, Ao, bh> Une telle fonction, si elle 
est rednile, sera de la forme <^(ii -f- C), G etant nne constante qui 
satisfasse a la congruence 

h C = h to 2 — d ( model. 2 coj, 2 to 3 ). 


en designant par d la somme des zeros dn parallelogramme. On 
choisira pour G Tune des solutions de celte congruence, et Ton 
de term in era, a un facteur constant pres, comme precedcmmenl, 
les h constanles qui enlrent lineairement dans <D 0 / -f- C') de 
facon que cette fonotion s'annule pour h — 1 des zeros donnes, 
par exemple, pour b- 2 , . . ., bk ~t ; la fonclion <I>( a), qui a h 
zeros dans le parallelogramme, s’annule pour A, -j- C, — C, ..., 
l)h -1 + C ; en designant par b' h ~ f-C son A u ‘ m ‘‘ zero. on devra 
avoir 

b{ -h G b.i -T- G -+- ... -+- bh—i -f- G -+- b' it — G == h w 2 


011 

d’ou Ton conclut 


d -T- hG -{- b' fl — b/ t = h to-2, 

l)', L — b{ t == o ( modd. •.> to 1; ‘2103). 


On obtiendrail, d’ailleurs, di verses solutions avec des multi pli¬ 
ca tenrs diflercnts, en ])renant pour C les di verses solutions de la 
congruence. 


383. Nous ferons encore sur les fonctions la remarque 

suivante, qui va nous etre utile tout a l’lieure. Si l’on y pose 

/ 71U 

x — e £,1 i , 

les fonctions ( I> ; . ( u ), (/• = o, 1 , ... A — 1 ) prennent la forme 
<!>,.(«) = ^ q ll ' h+ - n/H_ J x nll -* v , 

n 

sur laquelle la propriety fondamentale (LV 2 ) apparait i mined i a le¬ 
nient; car, lorsque Ton remplace u par it 2 to,, x ne change pas, 
non plus que la somme de la serie, et quand on remplace u par 
u -f- 2 to 3 , x est remplace par q-x, en sorte que la serie se re pro- 



duit multipliee par 

-^( W+W3 ) 
q- h x~ a — e 0)1 

38i. II est aise de former une infinite de series, consliluces 
d'une fa con analogue aux precedentes et, en parliculier, a la plus 
simple de toutes 

<]> 0 ( a) = ^ q n - fl x tlh . 

q ui jouissent de la me me propriete, mais qui ne represen tent 
plus des fonctions entieres. C’est un point tres particulicr des 
belles re c here lies de M. Appell sur les fonctions de troisiemc es- 
pece ( 5 1 , que nous aliens exposer en disant quelques mots d’une 
de ces fonctions, appelee a jouer le role d’element simple. 

La recherche des fonctions de troisieme espece les plus gene- 
rales pent etre ramenee, com me on Fa vu au n° 378, a la recherche 
ties fonctions reduites qui satisfont aux equations fonction 11 el les 

h i tZ 

-(«-t-(«).,) 

i[’, 11 ™ 0* toi l F (a H- 2 to 3 ) = e 10 ^ M ( u ), 

et nous avons montre au n° 379 que h designe I’exces du nonibre 
de zeros sur le nonibre de poles. On prevoit qu’il y aura deux cas 
a distinguer suivant le signe de h. 

Supposons d’abord que h soit positif. 

i 7C it 

II est aise, en supposant tou jours x = e Wl , de former une serie 
qui se reproduise multipliee par q~ h x~ h quand on change x cn 
q-x et dont la somme represente une fonction qui n’admellc, dans 
le parallelogramme des periodes, qu’im pole unique et simple, 

it c 

congruent au point donne w. Telle sera, si Ton pose y e , 
la serie 

> qii-h - 

jud q' l!l x — y 

n 

Cette serie est absolument et uniformemenl convergenle dans 
toute region finie du plan de la variable w, qui ne contient 


( : ) Ann ales de TEcole Normals superieure, 3 e serie, t. I, I[, III. Voir aussi 
Halphex, Trails des fonctions elliptiques, t. I, p. 468 et suivanles. 
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ancim des points it pour lesqnels on a q- n x — y~ o c'est-a-dire 
un des points u — cv 4 ~ 2 in to, 4 - 2 /uo 3j oil design e, ainsi que /?, 
1111 cnlier quelconque. La serie garde meme ce caractere dans les 
regions qni contiennent quelques-uns de ces points, ponrvu qu’on 
en supprime les lermes qni deviennent infinis. 

Si Ton isole le ternie qni devient infini pour a = w, savoir 

t _ 1 1 

qq _ y y i7i{u — W\ 9 

e wi - - I 


on voit de suite que le residu relatif an pole simple w est 
Si I’on pose finalement 


F(zz, iv ) = 



n 


on aura line fonction de u qni satisfait aux equations fonction- 
nelles, c[ui ad met comme poles simples les points congruenls inr, 
et dont le residu, pour le pole iv, est egal a i. 


385. Nous aurons a envisager cette fonction F(z/,cr) tant 
comme fonction de a que comme fonction de tv. A ce second 
point de vuc, il est clair que la fonction F (w, cv) jouit de la pro¬ 
priety 

F ( a, w -h 2 W{) = F (u : w), 


tnais, relativement a la seconde periode 2 to ;{ , elle se comporte d’une 
fa con plus compliquee. 

Tout d’abord, ecrivons-la sous la forme 


Tl'/l 


y — xq ln -t- xq- 


Xq~ 


n 

/tt /rr rpnh~\-\ 

=-<t> 0 O) -+• — 7 J qn'-h+Zn ---, 

coi v 7 coi Ad 1 xq l,L —y 


puis changcons tv en w 4- 2 to 3 , y en q~y, ti en n 4 - 4 on aura 

• /■— yn-h\) /i—1 

l’’(« ,<v + o.to 3 )-h — <*><.(«) = 77 y 

\ J OJj IOl 
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retranclions des deux membres la quantile 


IF («,«o=*22 *“***“* ^ 


X qin —y 


rie ciui figure clans le second membre deviendra 


la sene qui ng 


tnUi 4-1)4- h — X V 

~xq 2lh —y ’ 


rt. en prenant pour A la valeur q h y h de manierc qtic Ic mimera- 
leur de la fraction devienne divisible par le denominalcur, on ob- 

liendra begad le 

* „ (a-nx) 1 *-^ — y h + 1 

F u. u’ — 2 oj.q ) — q h y h F( u , w ) = — q h c l n hxnh q'inj' ~^~y ’ 


en effecluant la division de (q'-*x) h +'—r** 1 par rf"x—y, on 
aura finalement 

h 

F If. iv -r- 2 0 ) 3 ) = q h y /L F (m, tr ) -+- ^ y h ~ r q 1 u ). 

r — Q 


380. La fonction F(m, m), envisagee com me une fonclion de //, 
\a nous permetire de construire toules les fonclions de troisiemc 
espece qui admettent, dans le parailelogramme des periodcs, un 
nombre quelconque de poles el un nombre de zeros egal a ce 
no mb re de poles augmente de h unites; elle admcl elle-memc un 
pole el It -r i zeros. 

Observons d’abord que les fonclions de a 
OV d*F 

dn' } div 2 ? ? 

sent Louies des fonclions de troisieme espece, avec les mernes 
multiplicaleurs que la fonction F(^, <p); chacune d’elles n’a dans 
le parallelogramme des periodcs qu’un pole, mais ce pole esl 

double pour triple, quadruple, ... pour les fonclions sui- 
\ antes. 

Considerons main ten ant line fonction W (u) de troisiemc espece, 

_ ( u w 

a\ec les multiplicaleurs i et e Wl 3 . Soit w un de ses poles 
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cTordre a, en designant par A Line cons tan te clioisie de facon que, 
dans le devcloppement suivant les puissances de s de la fonction 


x r(u)-~ A 


Ow'-t-— 1 ? 


dans laquelle on a remplace it par or -+- s, le terme en ~ manque, 
on voit que cette fonction n’admettra plus le pole ir qu ? a Ford re 
a — i ; on la ra men era de menie a ne plus Fa voir qifa Ford re 
a.— 2 , .... puis a ne plus l’avoir du tout : les fonctions succes- 
sives quc Fon form era ainsi seront toujours des fonctions de troi¬ 
sieme espece, avcc les mernes multiplicateurs, et les poles autres 
c|ue iv ne seront pas modifies. On enle\era ainsi successivement 
Lous les poles, et alors il ne res ter a plus qu’une fonction transcen- 
dante enlierede troisieme espece, e’est-a-dire line fonction <£>(?/). 

On conclut de la que, si l’on designe par a { , a 2 , ..•, ct v les poles 
ells line Is de la fonction *F(A) dans le parallelogram me des periodes, 
par a/ le degre de multiplicite du pole «/, on pourra mettre l F (u) 
sous la forme 


VF ( li ) = ‘F {u) —h 


2 


Ad 0 /J F-b A ( /> 


dF 

dw 


1 au’) 

— i 


cTA-iFl 
dw*i -= 


ou Fon entend quc, dans les expressions F, — > ; on rem- 

placc, a pres avoir fait les operations, m par at. Inversement, une 
expression telle cjue le second membre representera, quelles que 
soient les constantes A 0 , . .., A h~\ qui figurent dans et les 
autres constantes A^, A ( /’, ..., une fonction de troisieme espece, 

h 7C i (jr; | w j 

avcc les multiplicateurs i et e W| , avec les poles ci^ d’ordre 
de multiplicite a; {i = i, 2 , . . . n v), et admettant un nombre de 
zeros egal a /i4-a, + a 2 + ---H- ? te l est ^ussi le nombre de con- 

stanles arbitraires qui y figurent, si Ton regarde les poles comme 
donnes. 


387. II n’y a pas lieu de s’arreler au cas ou h est mil puisque 
l’on aurait affaire a une fonction de seconde espece. 

Supposons maintenant h negatif et soit encore l I {a) une lonc- 
tion de troisieme espece avec les multiplicateurs 





CALCUL INTEGRAL. 


3:2 

admettant, par consequent, dans le parallelogramme dcs periodes 
im nombre quelconque de zeros et un nombre dc poles supencilr 
de — h a ce nombre de zeros. 

Formons les fonctions F (it, w) qui correspondent an 

nombre — h . c’est-a-dire des fonctions de troisieme espece, au\ 

hju {u +Wa) 

multiplicateurs i, e 031 3 , dont la premiere est line fonclion 

transcendante entiere, contenant lineairemcnt —h conslanles 
arbitraires A 0 , A<, ...,A_^_ 1 , et dont la seconde admet dans le 
parallelogramme des periodes le pole unique <v. Les fonctions 

W(u)Q(u), W(u) F(k, w) 

sont de premiere espece, et, pour chacune, la sommc des residus 
est nolle dans le parallelogramme des periodes. 

Soil a un pole de \F(w), d’ordre de multiplicity a, et soil, en 
posant u = a-r~ 2 et en designant par B 0 , B,, . . ., B a __, des con- 
stantes, par $(s) une serie entiere en s, 


*\a + z) = 


Bo 


Bo 


-1.2...( a ™ i) 


Ba—l 


-«(£); 


on aura 

C c % — 1 

—i) = $(a) -f- &(a) - -k . $(a-D(a) -1-- . 

i l. a. .. (a — i ) ' ’ 1 

F ( a — £, w) = F(a) F r (a) - -4-.._ Z —- 

1 i. 2. . . (a — i ) 

oil F '{a) 1 F (n), ... designent ce que deviennent 

3F (u. w) d~F(u, w) 
du 3 du^ ’ 

quand on y remplace u par a. 

Le residu de la fonction W(u)<t>(u), relatif au p61e a, sera done 

B 0 3>(a) B x¥(a) + B a _, c]>(a-i)( a ) ; 

et, la somme de tous les residus analogues devant etre millc, on 
aura, en designant par a t , a,, . . ., « v l es poles distincts de W(u), 
par a,- le degre de multiplicite de a h une egalite de la forme 

2 = V 
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([iii equivaut cn realite a — h conditions, puisque cette egalite, 

devanl avoir lieu quelles quc soient les constantes A 0 , A,_A 

qui figurent dans <&, se decompose en — h autres egalites. 

Appliquons le merac theoreme a la fonction *F(«) a’) en 

re mar quant qu’clle admet, en dehors des pules de T(«), le pole 
( ( = iv de F(u, w) avec le residu ¥(m), et nous aurons 

*(«-) +2 [ B »'’ b '/’ F' ('«,•)+... + El'Ll F'*-»(«/)] = o, 

/ = 1 

(Foil, cn cliangeanl (v en w, 

( lf )= ^ ( a *' z 0 + B'/ } F'(ro\ u) ~ .. . -r- F'^i — l ' (a;, w)J, 

/ _ i 

en sorle que la fonction *F(«) est decomposee en elements simples; 
on rappelle que F ( ^ (a;, u) designe ce que devicnt quand 

on y a remplace a par a/, puis w par u. 

388. Cette forme de decomposition, obtenue par le me me pre¬ 
cede que les formules des n os 338 et 367 relatives aux fonctions 
dc premiere et de seconde espece, n’est pas toutefois de la rneme 
nature, car c’esl le second element de la fonction F(m, m) ? qui 
joue le role de variable, ct la fonction F (u, re) n’est pas double- 
in ent periodique dc troisieme espece par rapport a cet element, 
cn sorte que la formule trouvec ne met pas en evidence la perio- 
dicite de la fonction W(u ); e’est que, en effet, les constantes B^, 
B^, ... ne sont pas arbitral*res, mais doivent verifier les —h 
conditions contcnues dans 1’egalite (b). Sous le benefice de ces 
conditions, la periodicite apparait, com me le lecteur le recon- 
naitra sans difficult^, s’il veut bien se reporter au n° 383, on nous 
avons donne l’expression ( 1 ) de F(w, <v -{- 2 co 3 ). On voit que, 
dans le cas ou h est negatif, si l’on se donne les poles a i de la 
fonction W(u), le nombre de constantes arbitraires qui figu¬ 
rent lincairement dans Fexpression de cette fonction est encore 


(*) On n’oubliera pas que h doit etre change en — h, puisque, dans le cas ou 
nous nous placons, h est negatif. 

T. ct M. — III. 3 




CALCUL INTEGRAL. 


34 

h —. a ,-j- a 2 4-...+ a v ; c’est, dans tons les cas, le nombre dc zeros 
contenus dans ie parallelogramme, en comp tan t cliaque zero au- 
tant de fois qu'il y a d’unites dans son deg re de mul tip licite. 


V. — Autres expressions propres a representer les fonctions 
doublement perio cliques. 

389. Les fonctions doublement periodiques soul susceptibles 
d’etre mises sous d’autres formes particuliorement imp or tan Les, 
et qui mettent en evidence a la fois les zeros et les poles. 

Dans ce qui suit, nous supposerons tou jours ebaque pole ou 
cliaque zero repete autant de fois qu’il y a d’unites dans son ordre 
de multiplicity. 

Considerons d’abord une fonction de premiere on de seconde 
espece; elle a dans le parallelogramme des periodes autant de poles 
que de zeros; designons les premiers par a K , a 2 , . . ., a v: les se¬ 
conds par b {J b 2 , . . b v ; la derivee logarithmique de cettc fonc¬ 
tion sera une fonction doublement periodique ordinaire, n’admel- 
tant que des poles simples ; si a 2 , cc v , d’une part, b *, 
b 27 . b v d’autre part, sont dislincts, F ensemble de ces points 
constitue Fensemble des poles de la derivee logarillimique; dans 
les autres cas, cet ensemble est constitue par ceux des points a { , 
^ 2 : • • •, et ceux des points b { , Z> 2 , • • •, b v qui sont dislincts 5 le 
residu correspondant a chacun d’eux est, dans tous les cas, Fordre 
de multiplicity du zero ou du pole de la fonction primitive, affecte 
du signe — s il s’agit d’un pole; de sorte que Fon a, dans tous 
ies cas, pour la derivee logarithmique decomposee cn elements 
simples, Fexpression 

ou C est une constante. La fonction qui admet cette expression 
pour derivee logarithmique est 

e Cu- t-c' ^( ll ' — b l )a , (u — b i ) ... tf( u — by) 

( u a i) — ct%) .. . c"(w — a v )’ 

oil les zeros et les pdles sont bien mis en evidence. 
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390. Quand on remplace, dans la derniere expression, u par 
u 4 - aco a , elle se reproduit multipliee par e' 2Cb ^~ 2dr ^, en designant 
par d la difference entre la somrae des zeros et la sornnie des 
poles. L’expression precedente representera done, en general, nne 
fonction de seconde espece dont les multiplicatenrs p { et se- 
ronl donnes par les form ales 

2C0)! — 2 d r t\ i = log pi, 2CW 3 — 2dr t 3 = logp 3 , 

d’ou Ton tire inversement 

c = logp 3 — r J3 log pi), d = (Wi logp 3 — w 3 logpi). 


Ces relations ont ete deja obtenues aux n 03 364 et 369. 


391. Si Ton vent avoir affaire a une fonction doublement pe- 
riodique ordinaire, les quantites log ;jl<, log p 3 doivent etre des 
multiples entiers de 27 zi\ en sorte qu’on doit avoir 

c = 0 (modd. 2 r lu 2 r j3 ) et d == o(modd. aco l3 2 w 3 ); 

la derniere relation a deja ete demontree au n° 3o6. 

Comme le rapport de u { a co 3 n’est pas reel, la supposition 
d= ini toi -f- 2 /z 3 co 3 entraine les trois egalites 


log p 3 = 2 n { TLi, log Pi = ~‘in Z 7ii, c = 2 Orr a n 3 r i3 ) ; 

en sorte qu’une fonction doublement periodique ordinaire, dont 
les poles ci { , ci^ . . ., ct v et les zeros b u b 2: • . b v verifient la 
relation 

(bi-hb-2-^...-r-by) — (ai + a 2 -f...-fa v ) = 2ii x (xq -h 2 n 3 co 3 , 


oil n K , n z sont des nombres entiers, aura pour expression ge¬ 
nerate 


. , ^{u — b in¬ 
fill) = -d-LL-1— 

J K u — a t ) o' (u - 


• b 2 ) ... f(l( — by). 


■ a*) ... tf(u — a v ) ’ 


A est une constante qui a ete mise a la place de e c '. 

Si les representants (<) des poles et des zeros ont ete, comme 


( 1 ) On a vu (n° 359 ) qu’il n’etait pas necessaire de prendre les poles ou les 
zeros dans un m&me parallelogramme, pourvu que chaque pole ou chaque zero 
soit represente par un point congruent a a t , <z 2 , ..., <z v ou b it b. 2 , ..., b v . 
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faire, choisis de facon que Eon ait 

h. 2 -r-.. .H- h v — a { -1- • •+- ^vj 

I'expression de la fonction doublemenl periodique sera 

3( u — b\)3( u — hi) ... u — by) ^ 

J { 11 ^ - a ! ) 3 ( ll a -2 ) .. . O ( LI (< v ) 

puisque Ton aura alors n { = /z 3 = o. Cette formuie met on evi¬ 
dence ies zeros, les poles et la double periodicite. 

Toute fonction rationnelle entiere de J3 u et de p’u esl one fonc¬ 
tion doublement periodique ordinaire rdadmettant que le pole o, 
qui est necessairement multiple; la somme des zeros d’uiie telle 
fonction est done necessairement congrue a o (modd. nco,, 2 o> ;l ); 
ee resultat equivaut a line proposition due a Abel. On voit on 
outre qif tine telle fonction pent se mettre sous la forme 

4 3{u-bd*(a — bi)...3{u — bv) ^ 

A - - - ( V ^,). 

392. 11 y a quelque internet a retrouver ces divers resultats et, 
en outre, ceu\ de meme nature qui concernent les foactions de 
troisieme espece, sans nous appuyer sur la decomposition en ele¬ 
ments simples. Le tlieorenie de Liouville y siiffit. 

En designant par ci K , ct 2 , , a v les representants des poles 
d une fonction de troisieme espece, et par 6,, . .., bp les repre¬ 

sentants de ses zeros, on voit, en se placant an point do vue du 
n° 85, que cette fonction doit etre de la forme 

iri«, = e gw . 

a 2 ) . . . g'( u — a v ) ’ 

cela resulte du tlieoreme de M. Weierstrass sur la decomposition 
en factenrs primaires, etde ce que les seals poles et les seuls zeros 
de la fonction fE (?/) doivent etre respectivement congrus, mo- 
duhs aw,, 2 w 3 , a a,, a 2 , ..., a v et a b K , & 2 , ..., b p ; g(u) doit 
etre one fonction entiere, transcendante ou non. 

Posons, coniine nous Pavons deja fait, 


66 

on pent ton jours le 


p — v — h ; 
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en remplacant, dans W(u) : u par u sco a , el en tenant compte 
des formnles XII 2 , on trouvera immediatement 

- I - ^ 11 2 to %) __ rr{ n „2M a 'i —ff {lO+-flTJ- 1 r?.r r j{flU+-!lljLi,j—d' 

lf oo ' * 

Si done on veul cjnc la fonction X T(u) soil une fonction de troi¬ 
sieme espece, avec les lmiltiplicateurs il faut que Ton ait 

g(u -t- 2io a ) — g(u) h T:i -- t ir rx {hu Aco a — d) — u ~ x a — 2/i a ~d 

zi a elanl un enlier qui ne pent dependre de u a cause dc la conti¬ 
nuity e vide ntc dn premier me mb re. En prenant les derivees se- 
c on des par rapport a a, on en conclnt 


g ( a -f- 2to x ) = g { u\: 

la fonction enliere etant doublemenl periodique, se re¬ 

did l a one conslanlc; g'(u) est done de la forme A u ' 2 -f- B ^ -7- C, 
oil A, B, C designent des constanles, et Ton devra avoir 

(2 A u -b B) 2io a ~b 4 A 2 wr rx {hit h ou a — d) hr. i — M x it — — 2 n % ~i, 

cl, par consequent, 

Mx = 4 A W a -f- 2 h 7 ) a , 

IV 2 C —— \ A W —H 2 B ID^ —{— 2 7 ] y.(h LO d ) —j— ll~ l 2 /2 ^ <• L 

— cu a M a - 4 - 2 Bto a — 2 <r/r i2i -+- /^/ — 


393. II re suite de l’analyse precedente que toute fonction de 
troisieme espece qui ad met les poles a u a 2 , • • . 5 ci v et les zeros 
b K , 6 2 , . . ., peut elre mise sous la forme 


¥(u) 


Q A//*■+• II//—1—Cj 


g(a — bi ) d(a — b 2 ). 
dui — a i) —a. 2 ). 


\u — bp) 
\a—a v ) 


ct que, inversement, toute fonction de cette forme est une fonc¬ 
tion de premiere, de seconde on de troisieme espece. 

Consideree com me de troisieme espece elle admet les multi pli- 
cateurs e M a M+ - N «, les constanles M a , N a etant exprimees au moyen 
de A, B par les formules qui precedent. On en conclul immedia- 



lenient les relations 


Ml ~ M 2 — M S = 0, 

Xj — Xo ” X 3 == Ml (*>i -r- Mo -h M3W3 H- lift L -H ‘2 /Ftu i, 

oil hi est 11 n nombre enlier, relations qui sont conformcs a celics 
obtenues an n° 376; on retrouve aussi aisement la relation 


Mi o> 3 — M3 on = /ini; 

puis, en eliminant B entre les expressions de ct de N 3 , on ob~ 
tient, apres quelques reductions immediates, la congruence 

d= —. [to I m 3 -—w! Mi -I- a>i n 3 —co 3 re 1] — 2/10)3, (rnodd. 20)1,2 oj 3 ). 

Inversement, si cette relation et la relation Mj to 3 — M 3 co 4 —JitzI 
sont verifiees, on pourra determiner les constantes A, B cn fonc- 
tion de M a , N a et 1 ’on obtiendra l’expression generate 

* VttS+B «+C * (lt " bl ] U b ?) 9 

o’{a — ai)(j(u — a-2)...3{ii — a v ) 

dont on s'est donne les poles, les zeros et les multlplicatcurs 

Le cas des fonctions de deuxieme et de premiere espece cst 
contenu dans ce qui precede. Pour les fonctions dc secondc es¬ 
pece, on a = o, M 3 == 0, et, par suite, 

h = 0 . p = v, 

puis 

, WiXs — OJ 3 X1 T 

Ct = - —■ - = ~• ( W i |*3 — 0)3 log- fJLx) (model. 2 0)!, 20)3), 

en designant par p., el p 3 les multiplicateurs. Pour les fonctions 
de premiere espece, on a 

p = v, cl== o, (modd. 20 )!, 20 ) 3 ). 

En resume, Fanaljse precedente montre, d’une part, qu’il 
esiste des fonctions doublement periodiques de premiere, de se- 
conde et de troisieme espece, et elle donne, d’autre part, le type 
le plus general de chacune de ces fonctions. 
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394. Enfin, ii est aise de former encore, an rnoyen des fonc- 
tions# de M. Hermite, T expression la plus generate des fonctions 
de troisieme espece qui ont an no mb re donne de zeros et de poles. 
Cliacune de ces fonctions, quand elle est (transcendante) entiere, 
se rapporte, comme on I’a vu, a Tender positif h qui exp rime le 
nombre de ses zeros; pour garden la trace de ce nombre, nous 
emploierons ici la notation <1 \k){u) qui representera la fonction 
entiere la plus generale de troisieme espece avec les multiplica- 

— --- {?f+0) 3 ) 

teurs i, c Wl 

Considerons maintenant line fonction ( zj ) de troisieme es¬ 
pece, admettant p zeros et v poles dans le paralielogramme des 
periodes. Nous pourrons former (n° 381) une fonction entiere 
<J> (V )0 -j- C), qui admette pour zeros les v poles de W ( u ). La 
fonction W (it) <E> (V} (a C) n’admetlra plus de poles; elle sera de 
troisieme espece; elle admettra p zeros, les p zeros de W(ii); elle 
sera done de la forme 


la fonction W (u) sera done de la forme 


ip( u) = <3-Ut 2 -+-B« 


u 4- D) 
3> (V ) (ii -f- G) 


Inversement, une telle expression est une fonction de troisieme 
espece admettant v poles, p zeros et ayant reladvement aux pe¬ 
riodes 2 2 o 3 les multiplicateurs 

4 A to t u-+ 4 A to i -)-2B CO j 4At0 3 ?i-f- 4Atof -4-2Bt0 3 — (« + to 3 ) — ^ ipD — vC) 

£ € '*4 u i , 


ou Ton a encore pose A = p — v. Ces multiplicateurs peuvent 
etre identifies avec si Ton a 


4 AlOj = Mi, 


4aw 3 — 


hrU 

COj 


Ms, 


4 A CO i 4“ 2. B CO i -T~ 2 7l\ 7C L — Ni, 


4 A CO % 4- 2 B C0 3 --—- — — ( 0 D V G ) -i“ 2 7Z i — N 3 , 

CO 1 CO 1 

en designant par n,, n s des nombres entiers. On tire de la, en eli- 
minant A et B, 

Ml 0)3 — M 3 CO 1 = Jnz i , 

N 3 W 1 -N 1 CO 3 = Micjo 3 (co 3 — COi) hrziuz 

— rd( pD — V C)4- 2-i(n s co x — ni to 3 ). 
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Si Ton sc rappelle (n° 381) que p (co 2 — D), v(co 2 — G) sont rcs- 
peelivemcnt congrus ( moduiis a to,, 2 to 3 ) aux sommes dcs zeros 
ties fonclions ( P (V (u-h C), on voit que la quantile 

v C — :D esl congrue a Acd 2 + d ? en designant par cl la difference 
entre la somme des zeros el la soinme cles poles de {ii)\ la sc- 
conde des egalites precedentes nous fournit done encore line fois 
la congruence 


a 


C*J 1 N-;-CO 3 N1 


7ZI 


tof.V 3 — tog Ml 
r»i 


‘ihoj* (modd. 2 toj, 2 to 3 ). 


39o. Le cas que nous venous d : examiner con lienl Sc cas des 
functions de seconde el de premiere espece. Pour ces dcmicros, en 
particiilier. on trouve A = o, B = o, C = D, el Ton veil que la 
fonclion doublement periodique ordinaire la plus generate, coin- 
portant v zeros el 7 poles, pent etre mise sous la forme 

^ A, 1 r I\i ( k - 1 - C) -r~ A i c I 3 i ( 11 -f- G ) -p- ... -f~ A v -1 1 ( u -f- G) 

Ay \it ~r~ G) -7- Aj ( u -+- G ) -f- 1 ( u h- G) 

011 C, A,,. .... A V _|, A' 0 , ..., A!,_j soot des constantcs arbilraires, 
et d> { , ..<I > V _ 1 des fonclions parfailemenl delerminees, donl 
la forme a ele rappelee an n" 381; on doit Loulefois rcmplacer la 
iettre h par la lettre 7. 




CHAPITRE II. 

APPLICATIONS DE LA FORMULE DE DECOMPOSITION 
EN ELEMENTS SIMPLES. 


Io — Les fonctions s', p. 


396. Nous ctablirons clans cc Chapitre divcrses consequences 
Ires importantes cle la fonmilc de decomposition des fonctions 
doublemcnl periodiques en elements simples, consequences dont 
pi a sic urs on l deja ele elablies, mais qiril convient de grouper 
mainlenant an tour d'uiic meme origine el dont la deduction no 
supposera ricn autre chose, en dehors de la definition des fonc- 
lions o', p, £, ... ct des prop rie les qui resultent immediatement 
de cette definition, que les propositions generates elablies dans 
le Ghapitre precedent. 

Considerons d’abord la relation (VII,) 


<j(u-h a) C(ii— ct) 
3 2 u a " 2 a 


pa —p u, 


et designons-en le premier membre par f (u)] on recommit imme- 
cliatcmenL cjue y(w) csl une fooclion doublemenl penodique a 
periodes no) l7 2 , adnietlant, com me seul pole dans le paralle- 

logramme des periodes, le point o : cc pole est d’aillenrs double; 
f(a) doit done etre de la forme C + GQ u = C — C f pu ou C 
ct G' sont des constanles; C' est le coefficient de la denvee de - 

dans lc developpement de f(u) : mis sous la forme (71) -H- y?(«); 
dans ce developpement, on n a pas fait figurer de ter me en u 1 , 
parce cjne le pole o est double. On pent dire encore que C et C 
sont le terme independant de u et le coefficient de u~~- dans le de- 
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veloppement de/(» suivant les puissances ascendanles do u ; on 
obtient ce developpement en multipliant le numeralcur de f(u), 


_ 1 L. 'j" a J y — cf a - 4 - u 3 Cl ^ (j Cl H- • • • j , 

expression qui, ordonnee suivant les puissances dc u, donne 
— 3 -a -{- { 3 ' l a — ^a C"a) a 2 H-..., 


par le developpement de ; or, en s’appujant seulemcnl 

stir la formule (FV \ ) et les definitions (TV 5), on trouvc 

o' 2 11 ~~ w 2 ‘ 120 11 * ’ ’ ’ 


le coefficient de ^ et le terme independant dans lc developpe¬ 
ment de f(u) sont done respectivement — 1 et 




cl tf'a 
da cfa 


■■P a ; 


on a alnsi — C' = — 1 , C = pa ; celte derniere valeur, apres avoir 
obtenu G f = 1 5 pouvait s’obtenir en remarquant cjue C — C'p u 
doit s’annuler pour ii~a^ de meme que f(u)- Finalement, la for- 
mule (YIIj) est demontree a nouveau. 

Observons d'ailleurs que le premier me mb re de celte form u 1 e 
appartient an type du n° 391, ou les zeros et les poles sont mis en 
evidence; la somme des affixes ■+ a, — a des deux zeros est bien 
egale a la somme de l’affixe du pole double 0 . 

Rappelons encore que, de cette formule (VHj), on lire imme- 
diatement les formules d’addition (VII 3 ) 


± a) — £(w) h 11 = 


1 P' u ^P'a 

2 p a — p a ? 


p(u ± a)— pa = 


1 cl p* a q= p r a 

2 du pa — pa ? 


dans chaeune desquelles le premier membre n’est autre chose que 
le second decompose en elements simples; nous reviendrons sur 
ces formules dans un Chapitre suivant. 
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397. Etablissons maintenant l’equation differentielle (V1I G ). 
Nous observerons pour cela que toute puissance entiere de p u est 
une fonction doublement periodique admettant le seul pole zero, 
qui est d’ailleurs multiple d’un ordre double de l’exposant de la 
puissance; le residu de ce pole est nul; par exemple o est un pole 
sextuple pour p 3 u ) et Ton doit avoir 

p3 u = G Ai £' zz 4- A 2 r u 4- ... -4 A 3 r. v u, 

en designant par A 4 , A 2 , ..., A 3 les coefficients qui apparaissent 
dans le developpement de p 3 u mis sous la forme 


p3 zz = Ai D - — A 2 D 2 ~ -j-.. .4- A 3 D3 - 4- S?( zz); 

u a a ’ 


quant a la constante C, elle est ici manifestement egale au terme 
independant de u dans ce meme developpement; en utilisant seu- 
lement la formule (IV 3 ) 


pu = 


i 

u 


go U~ , gz U + 
20 ~ r " 48 


ecrite en tenant compte des definitions (IV 3 ), on calcule aisement 
la partie fractionnaire et le terme independant de u dans le deve¬ 
loppement de p 3 u] on trouve ainsi 


P*U: 


J__ Sgi _£_ gz 

U Q 20 ZZ 2 1 6 


53 
16 


d --- D3 A 

20 ZZ 120 ll 


et l’application de la regie precedente do 


nne 


p 3 ll = — 4 - dill pun-— p IV ll. 

IO 20 r 120 r 


En appliquant exactement la meme metbode a la fonction double- 
men t periodique p /2 u, dont le seul pole est encore o, et pour la- 
quelle ce pole est encore sextuple, on obtient 


p* u = 


° gz 


5 


pu- 


En eliminant p lv u entre les deux dernieres equations, on trouve 
p‘*u = 4 p 3 ii — gspu — gs- 
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398. Les formules fondamentales relatives a la division par // 
J j Tone dcs peri odes se presentent comme d’elles-memes. 

Si. par exemple, on consider© la fonction p dans le 

paralielogrammc relatif aux periodes 20^ 2 co 3 , on reconnait de 
suite que e'est one fonction doublement periodiquc donl les poles, 
tons doubles, sont donnes par la formnle u = 2 r —•> ou r prend 
les valours o, r. 2. — 1 ; d'ailleurs on a 




/ i w l 

■ fl , - , CO;; 


1 W I 

= p h —» co 3 
11 \ 11 


i 

h 2 


e:i sorte que la formnle de decomposition en elements simples 
nous donne, en designant par C une constante, 



no 


d'ailleurs, si Ton fail tend re u vers zero, on reconnail cle suite, 
sur les developpements en serie, qne la difference cl 11 premier 
me mb re et de p u tend vers zero; il en resulle 



et Fon retombe ainsi, apres avoir change a en — n, snr la formnle 
.'XXI,,. d oil Fon pourrait deduire par integration les formules 
analogues ^XXI 3 ) el (XXL), qni concernent les fonclions £ el d. 


339, De ces formules et de celles qm cn resultenl lorsqu’on y 
transpose les peri odes 2 op, 2 co 3 , on pent deduire des formules dc 
multiplication pour les fonclions p. II suffit dc repetcr cc que 
Fon a Jit au n° 3iT pour etablir les formules de multiplication re¬ 
latives aux fonclions sn, cn, dn. 

Mais on parvient aux memes formules en clecomposanl la fonc¬ 
tion p(mi) en elements simples. 

Pour simplifier Fecriture, nous poserons 

2 UtOj -J- 2 VW 3 , ^ ^ 

^ ;l . v _ —-—, A== 2 p(a ^ )? 

(.V v ) (p.,V) 
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En applicjuant la for mule du n° 358 . on a 

n- p (na) — ^ ^ a ~~ a ’ l ' v 1 ~ A * 

CJ*,V) 

En integrant, puis passant des fonctions v aux fonctions d, on ob- 
tient ensuite !es relations 


n'C(niL) = ^ tin — a m v ) — A u — B, 

MTsd 
■ fJ., vi 


r 

n 


(nu ) = * — i )" 2 — 1 


e 


o« ^ -|-| (, > u — a, lrj i 

1J 

i a, v i 


Dans toutes ces relations les so mines sont etendues a toutes les 
combinaisons a, v des en tiers o, i, 2, . . .. n — 1; le produit est 
etendu a ces mernes combinaisons, la combinaison u = 0, v — 0, 
exceptee. 

La clerniere relation s’obtient d'ailleurs aussi en rep e tan t, sur 
la fonction d ( nit), les raisonnements que Ton a faits an n° 134 


sur la fonction d ^ a ^ > co ;5 ^ ; elle re suite an fond d’un groupe- 

ment convenable des facteurs de la fonction d(nu) deconiposee 
en ses facteurs primaires ct de 1 ’application de la formale A ,). 

Si, clans la derniere relation, on rempiace u par u 2co a et si 
Ton fait usage des foraiules (XIL), on voit que les expressions 


2 Ato a u — 2 Ato| -4- 2 B to 



(2, V) 


doivent etre, quel que soit u : de la forme 2oil designe 
un nombre entier; on a d’ailleurs 


[A = n — i 



f(X, V) (2=1 


v = n - 1 
V* 2 V to 

a y -— — n{n — 1) to 2; 

V =. 1 


on voit done, d 7 nne part, qne A est mil, et, d 7 autre part, que 
l’on a 

Bto a -4- n(n — i) tOoT ja = myrA. 


Si Ton ecrit cette egalite pour a = 1 el pour a = 3 , 011 trouve 
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successivement, en faisant usage de la relation v) { w ;} — r i3 w , = ± ™ ? 

les relations 

‘imsWi — 2/??i co 3 = qr /i(/i — 1) 

B = = u ^3 m — 2 7?Zi r j3 ) = db £(2 m z u>i— 2 7 ?ii co 3 ) 

= — r[/iO — i)w 2 ] = — /*(> — I )r j2 . 


On a done finalement etabli les formules de multiplication 

r ( , TT (,) C( u — <7 U v ) 

. ('ll - s'f/zz;') = (— n/r--i £-a(«-i>Yi a « a ' tt fi 1 
! ' 11 ' ' II ^ ( <^[X,V) 


(U,V) 


IC,I / *2) nZjnu) — ^ t(n — a^y) — n(n — Qvh, 
i ({x,vi 

f i3i n-p(/izQ = ^p(z4 — a^y), 

(u,v) 

et Ton a aussi demontre les relations 


(iCn — ?( a w) = 0 ; 

(a,v) (^,v) 

dans toutes ces formules, les sommes sont etendues a loutes les 
combinaisous des indices p, v choisis parmi les en tiers 0, 1, 2, 
n — 1; pour le produit, la combinaison p = 0, v = 0 est exceptee. 


400 . Si Ton decompose en elements simples l’expression 


,, 4 3 {u — b l ) u — b 2 )... cf(u — b v ) 

/1 11 > — A- : ---— 

" " ' o(zz — a x ) 3 (u — a 9 )... <j(u — a v ) 



qui, comme on Fa vu an n° 391 , represente une fonction double- 
ment periodique ordinaire quelconque de u, on obtient des iden- 
tites interessantes. Ainsi, puisque la somme des residus de f(u) 
est nolle, on doit avoir 



k-i 


_ s'Oa— bj) 3 (a/ c — b 2 )...a , (a /i — b v ) _ 

^0* — clj^i) (j(ak — a ^- K )... o'{a /-— a v ) 


Pour v = 3 , cette relation est identique a la relation (VIL). 
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II. — Les fonctions sn. en, dn. 


401. Les fonctions 

11 _ e~ r i* u u -b w a ') 

5 a a 1 toga’ll 

^3 u rr'w- , zt( u -r- to 3 ) 

3 y u j w* ‘‘ l ’ z'iic — to^) 

sont des fonctions doublemen t periodiques de seconde especc, a 
multiplicateurs -r 1 el — 1 ; les derniers menibres appartiennent 
an type d> (a) du n° 366. 

Les carres des fonctions q sont des fonctions doublementperio- 
diques de premiere especc; observons queles formulas (LXIII^ji^) 
ne sont autres que des formules de decomposition en elements 
simples. II en est de meme des formules (LXIII 3jG ) relatives aux 
fonctions £po(w) £r<>(*0? £oy( w ) 

402. La tlieorie de la decomposition en elements simples des 
fonctions de seconde espece conduirait sans difficulty aux equa¬ 
tions differentielles que verifient les fonctions q; par exemple, en 
observant que la fonction ^ 0 (z^) q T0 (w) admet les memos multipli¬ 
ca teurs que la fonction £ ao (?/), qui, n’ay ant pas d’a uLre pole que 
zero dans le parallelogramme des periodes, peut jouer le role d’e- 
lement simple, et que cette meme fonction Hpo(^)?yo(^) admet, 
comme pole unique, le pole double u = 0 , on voit qu’on peut 
ecrire 

Spo(M)5 Y o(zO = A.J ao (M) + B^ 0 (m), 


Sao(K) = 

,= 


A et B etant des constantes : or, en se rappelant seulement que le 
developpement de q a0 ( u ), suivant les puissances ascendantes de u, 

commence par un terme en - et ne contient pas de terme inde¬ 
pendant de u, on voit de suite, si Ton egale dans les deux mem- 
bres les coefficients des puissances negatives de u, qu’on doit avoir 
A = o, B = — iron retrouve done ainsi la formule (LXL ) 


?ao( M ) = —Spo(a)S T o(w), 
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J'oa Ton deduit immediatement Tequation differentielle (LX1I<) 

11 ] = ?io( M )] f> z— e ';' h ' Sao( W )J- 

403. Supposons n impair. Dans 1c parallelogram me des pe- 
riode* de la fonction p(u | co,, co 3 ), les fonctions £ 0a (^u | —•> a> 3 ^ ? 

< //' co.j j soul doublement periodiques de secondc espece, 

avee les m ernes multiplicateurs zb i que les fonctions S 0a ( 

C 3 r ■ //*. Leurs poles et leurs zeros se metlent immediatement en 
evidence, d'oii Ton conclura sans peine leurs expressions sous 
forme de produits rentrant dans le type du n° 389; on retro uve 
ain^i les formules, relatives aux fonctions £, que Ton obtiendrait 
par la division membre a mernbre de cedes, relatives aux func¬ 
tions i. (jui iigurent an Tableau (XXVI). 

La decomposition en elements simples permet d’oblenir, sous 
forme de sommes, les expressions des fonctions 


• Wi 

[a ; — , 

\ ; II 




PY ( u \T ’ c0 3 


00 tronve ainsi, en particulier et en conscrvanl les memos nota¬ 
tions qifau n° 129, 


i ,, 1 C ‘ Jl ... ! _ V e ‘~ e 3 /<?2— ^3 V» , / A /’ CO , \ 

f Wj “ > ^ - 7 y= 7 =-• X ( —0^ Soa ( - l -j: 

' S 1 V'EJ— E 3 Sjli, — E 3 ^ \ II 

r ) 

£(- 


' I 7 , 10 5 \ 

»,J = 


vT 2 — Ec 


i /’COi 


■O r 5l3 « + ~ 

' n 


- ei — e 

C25 } , ll - j CtK ) — — 

/£ 


0 3 = i- 
/ 


= X ?23 ( U H-- 

e 3 " V ti J 

(n 


(r — r 0 , r h . .., r„-i). 


Les formules (LXXXVII T - 0 ) et (LXXXIX T _ 9 ) se deduisent de 
eelles qui precedent par le passage des fonctions \ aux fonctions 
sn. cn. dn. 

40i. Les combinaisons que Ton peut former en multipliant une 
fonction ; de 1’argument u par une fonction \ de l’argumenl u + a 
sont des fonctions doublement periodiques de premiere on de se- 
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conde espece; on parvient a des formules interessantes ( ! ) en les 
deconiposant cn elements simples. 

Considerons, par ex cm pie. la fonction z y $(u) z. Mi (u — a '\: e lie est 
de premiere espece, da second ordre; ses poles, qnisont simples, 
sont o, — a et les points congruents; le re si da relalif au premier 
pole est c ao ( a); on en conclut de suite 

5xo (u 1 5xo ( u -r- a) — ; a ,j ( a 1 [ Z a — Z( u a) ~ AJ . 

A. est une conslanle que 1‘on train e egale a en ecrivant que le 
second me mb re est mil pour u = <v> a . 

Xous recrivons ci-dessous la formule ainsi completee, et d’autres 
qui s’en deduisent, en ajoutant io 2 on too a a on a a. Ces formules, 
el celles qu'on en deduirait en ecbangeant les let Ires a el a , don- 
nent les decompositions clierchees de celles des combinaisons que 
Ton considere qui sont de premiere espece. 

v { a 1 ; ao (u i (u ~ a 1 = Z ii — Z i ii — ci) — Z y a , 
| (C % — e°)ie y% —e y i y (a in y (u ~ a ) = Z„ y ii — r y (u~cn~ Z y a, 
(Ci 1 / (eo — e y ) c, ja (Vq> 5-,3 W (u — a) = ^ u — { u — ct\ — Z y a . 

I 5 xo (<-1) z Xu ( u) 5 U x (u~a)=z l u — Z 7 ( a ; a 1 — Z. a . 

C37A/) ; au \u )-yo f u~a) = Z u —Ap 11 -7-ci) -- A- a. 

En tenant coinpte des relations (EXIII^r) on voit que la pre¬ 
miere et la troisieme des relations precedentes peuvent s’ecrirc 

Z it — Z( u -T- a) ™ Z a — % (a > Xj (a) u -f- a) -1- %%(ci) - - % (a), 

'Z y u — ZyXti — a) ~~ Z_ y ci — (e y — 03) l^icn [z.^Jin* VJL (u ~ a) — z-^a)]. 

Sans nous arreter a multiplier les relations de cette nature, 
rappelons que Z a — Z(u «) -r- Zci n’est autre cliose (VII 3 ) que 

— £ £_£-!££!. Enfio, on voit aisement que, en faisant tendre a 

2 p u — p a 1 17 

vers o dans les formules precedentes, on re tomb e sur les formules 

de decomposition en elements simples (LX1I1,, 3? 4 ) des fonctions 

^ao {. u ')i (^)* 

~m. En consultant le Tableau (XIL), on apercoit que le mul- 
tiplicateur p a de la combinaison q(u) % ( a + a ), oil cbacune des 


(’) Voir le Cours de M. Hermite, XXIV 6 Lecon. 
T. et M. — III. 
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deux fonclions ; esl affectee d’indices quelconques egaux ou ine- 
gaux. est egal au produit d'autant de facteurs egaux a (— i) qufil 
\ a. parmi les indices des deux fonclions £, de nombres o cl a. 
If en resulte que si p, q, r, 5 sont pris parmi les nombres o, i, 
•>. 3, p et q d’une pari, r el s de fa utre, elanl necessairemenl 
in egaux, les expressions £ pq ( u) q r s(u 4~ a ) so n t des fonclions 
doublement periodic]ues de premiere espece ou de seconde es¬ 
pece avec les multiplicateiirs -f- i et — i. Celles de ces fonctions 
qui soul de seconde espece sont celles pour lesquelles les deux 
svstroies (p. q) 7 (/*, s) admetlent un element commun cl un seul. 

Considerons, par exemple, la fonction \ P q{u) % P r(u -h a) ou 
les nombres q et r sont differents entre eux et differents de p, 
et designons par s celui des nombres o, i, 2 , 3 qui n’est ni y>, 
id q, ni r. Celle fonction et celles qui s’en deduisent, soil en rem- 
p la cant p par a , soit en echangeant deux des nombres p el q ou p 
et r, ont les mernes multiplicateurs; ces multiplicateiirs sont d’ail- 
kurs aussi ceuxdes fonctions q ?r (n) el l ps (u). D’ailleurs la fonc- 
lion \ Pq {u) 'i P r{u 4- cl) n’a que deux poles, simples tons deux, dans 
le parallelogramme des periodes; elle s’exprim era done en fonc¬ 
tion lineaire de deux des expressions 

~ Hi), 4 - U\), $ qr (u 4 ~ It',), 

les constanles u ] , u. 2) u i , u 2 etant fixees de lacon cjue les deux 
expressions choisies aient leurs poles congrus a ceux de la fonc¬ 
tion z pq \u) ; pr (u La meme chose s’applicjue aux fonclions 

qui se deduisent de la fonction \ pq (u) c pr (u -f- «), en remplacanl 
p par s ou en echangeant deux des nombres p el q ou p et r. 
t • Dans claque cas, les coefficients des fonctions lincaires s’ob- 
tiennent ires aisement en donnant successivement a a des valeurs 
qui annulent chacun des termes. 

On doit avoir, par exemple, 

? 3 y( w 4- a) = A£ 0 y( w) 4- B^ 0 y (u 4- a), 

et Ton determines les coefficients A, B en supposant successive- 
nient u o, u a. On Uouve ainsi tine seric de formuics, 
parmi lesquelles nous n’en transcrirons que trois, parce que les 
aulres, quand on passe (L1X,) des fonctions \ aux fonclions rf, ne 
lourmssent pas de relations distinctes de celles qu’on deduil de la 



APPLICATIONS BE LA FORMULE BE DECOMPOSITION. 51 

me me facon des trois scales formules qae nous ccmservons, savoir: 

u'\ u -r- m = z^Qicij J y0 ( u ) — L,-, (u ~ cl 

e i) U'JL { M) — «> = ; 3 0 f«) “ cn, 

63) « — «) = <c a — 6 y ) ;3 y (tf) Js-T «j 

— »>,— ep> ; % -(a) * a j(z/ -f- 

De ces formules et de cedes qui s’en deduisent par le change- 
men t de u en «, ii serait bien aise de deduire les formules d'ad- 
dition des fonctions z: enfin on reconnaitrait mieux leur nature 
et, en parti culier, leur genre de dissymetrie en les recrivant a pres 
avoir remplace u par b et it -f- ci par — c, a, b, c etant aiors sup¬ 
poses relies par la relation svmetrique a~- b -f- c = o; mais nous 
laissons au lecteur le soin de developper ces matieres. 


<C*) 


(e°- 


(Cz~ 


406. Les notations relatives aux fonctions £ permettent de con¬ 
denser beaucoup les formules. Lorsque Ton veut passer de ces 
formules aux fonctions sn, cn, dn, il est necessaire de particula- 
riser les valeurs des indices a, [3, y, en sorte qirune formule ou 
ne figure qu’un seul de ces trois indices conduit a trois formules 
relatives aux fonctions sn, cn, dn; une formule ou figurent deux 
ou trois indices a, [3, y fournit six formules qui, a la verite, peu- 
vent metre pas distinctes. Nous n’ecrirons ici que quelques-unes 
des formules relatives aux fonctions de Jacobi; le lecteur obtien- 
dra les a litres, soit par le meme procede, soil en ajoutant a 1’ar- 
gument les quantites K, i K/, K -f- i Kb 

Tout d’abord la relation (LXIII 3 ) donne, pour a == 3 et en rem- 
plaeant u par ■ - u 

\ e 1 ~ 63 


( e l — e z) ( e '2 — e 'i) Su3 


\/e { - 


• 63 


= “ 63 - 


s/ei- 


011 , en tenant compte des formules (LXATl*), (LXXVIII 4 ) et 

(XXXVII,), 

k~ sn 2 u — ^ - ■ - 1 - — Z'(u). 


Ky^i— 63 


On en deduit, pour u — 0 , 
Z'(O): 


i-t-4 2 


r n 


K/ei— e/ 


(Clio 
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, Q[[ ; , k 2 sn ' 2 u = Z'(o) — Z r (u)- 


Com me on a cn- u — i — sn 2 u? 


dn 2 u = i — A’ 2 sn - it, on cn con- 


el ut les formules 


( /r cn 2 W = /i-—Z'(o) -H Z' (u), 
/ dn 2 u — i — Z'(o) -+- Z r (a). 


Si dans ces formules on ajoute K, iK', K + iK' a l’argumcnt «, 
on oblient des formules analogues concernant les inverses des 
fonctions sn 2 u. cn-u, dn 2 u et leurs rapports muluels; loutes ccs 
formules sont, au fond, contcnues dans les formules (LXIII). 

De la rnemefaeon, on deduira des relations (XCVII), cn y sup- 
posanl a == d, celles-ci : 

• Z if > -r Z{ a) — Z( « a) = k 2 snasnu sn (a a) 

, " _ ^ ?na r cnfl _ cnM cn (ft -+-«)] = — [dna — dn u dn(u-(- o)|; 

r d n a cna 


puis, des formules (Co), les suivanles : 

?n a cn u dn (u ~ «) = dn a sn (u -+- a) — cn a sn u, 

1 cn a cn u dn ( u ~ a ) = dn a d n u cn ( u H- a) -+- k ' 2 sn a sn u , 

| dn a cn u sn (u -f- a ) = sn a dn (u a ) -i- sn u cn ( u -i- a ), 

‘ l 2 cn a cn u cn (u -h a) = dn a chi u dn ( u -h a) — k' 2 , 

auxquelles il convient d’adjoindre, outre les formules qui res alien l 
du groupe precedent quand on neglige le premier me mb re, cclles 
qu'on en Jed nit en echangeant les lettres u ct et on rem pi cl¬ 
ean t successivement u par u — a et a par — a. 


III. — Developpement de pu en serie entiere. — Expression des 
derivees de p u et de p(u — a) an moyen des puissances de p u. 
— Expression lineaire des puissances de pu au moyen des 
derivees de pu. 

407. Liquation differenlielle obtenue pour la fonclion pu 
conduit a des consequences importantes relatives au dcvcloppc- 
ment en serie de cette function et a l’integration de ses puissances 
entieres. 
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Rappel on s tout d'abord que Inequation difFcrentielle (YII fJ ) per- 
met (n° 101) d’etablir la formule recurrente 


< /' — 3 ( ( 2 /' -r* I ) C r 



Cl C r —i 


qui, jointe aux expressions deja connues (IX 3 ) de c 2 et de c ; >, four- 
nit autant de ter me s que ion vent dans ie developpement de p a 

|) u = -b Cp—i u- r . 

r= 1 

On reconnait immediatement que la serie qui represente pa est 
convergente, sauf an point o, pour tons les points interieurs au 
cercle decrit du point o comme centre, avec un ravon egal an plus 
petit des nombres 2 | w a [. Grace a la periodic! te et a l'emploi du 
theoreme d’addition, on peut toujours ramener le calcul de pa 
au cas ou le point u est interieur a ce cercle. 

Du developpement de pit on deduit immediatement celui de 

tu = — f pu du 

qui converge dans les meraes conditions, et celui de la fonction 
transcendante entiere 

s' it = e J du = i -r- J tu da -f- [J ^ u du ]' 1 ~: 

les premiers termes des developpements de pa : du figureront 

dans le Tableau de formules. 

408. On voit d’ailleurs, sans aucun calcul, sur la formule re¬ 
currente jointe aux expressions de c 2 et c 3 , que cliacune des ex¬ 
pressions c r+l est un polynome entier en g 2l ©3 * coefficients 
numeriques rationnels. Parfois, on desire mettre en evidence la 
forme seule de 1’un ou Fautre de ces polynomes c r+i sans s’occu- 
per de la valeur numerique de ses coefficients; on y parvient fa- 
cilement en faisant usage de la formule d’bomogeneite (III 3 ). 

Si l’on designe par A un nombre quelconque et par ce 

que devient c r+i quand on remplace op, w 3 par Acd<, Aio 3 , on voit 
immediatement en appliquant cette formule que Ton a la relation 


C/-4-1 —). 2r 
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D'a litre part, si I’on designe le polvnome enlier cn g 2 , gz, qui 
represente c r ^ { par 

__ ^ A o-OL, a-%1 
c /'+l — Zj 2 '° 3 5 

fa 3 , a 3 ) 

oil x 2 , a 3 sont des entiers positifs on nuls, oil A a , ; a 3 est an nombre 
ralionnel et oil la somme est etendue a un nombre fmi de combi- 
naisons des entiers a 2 , a 3 , on a manifestement 


c ,„-2 


gr 


(a 2 , a 3 ) 


<A 3 
& 3 

Xea/ 


11 suffit de comparer ces deux resultats pour voir que les nombres 
entiers positifs ou mils a 2 , a 3 qui correspondent au nombre entier 
determine, positif ou nul, r verifient necessairement la relation 


2 cc 2 -f- 3 a 3 = r -+-1. 


En tenant compte de cette relation, on volt immediatement 
quelle est la forme du poljnome en g. 2 , g 3 qui represente c r+1 . 
Ainsi le coefficient c l2 de u-- est de la forme Agj + B gl gl + C gl , 
ou A, B, C sont des nombres rationnels, puisque la relation 
‘2 7. 2 — 3x 3 = 12 nest verifiee que pour les trois couples d’entiers 
positifs ou mils a 2 = 0 , a 3 = 4 i *2 = 3, a 3 = 2 ; a 2 == 6, a 3 = 0 . 

II va sans dire que ces resultats pourraient se deduire sans 
peine, par induction, de la formule recurrente elle-meme. 

409. Au developpement de du, il convient de joindre celui des 
fonctions d^u, ou, plus generalement, de la fonction iranscen- 
dante entiere de 11 , 


f\ s u : 11 0 ) = e~ u ^ u o — 


■ Uq) 


Uq 


— Aq -+* A l u- 


. u a 

A„ - H- 


qui se reduit a 3. x u pour u 0 = w a ; la relation 


1 r ; 'o) dfiU, Uq ) 1 
/(«, “oH Ou du 0 J ~ Upu °> 

dontla deduction est immediate, fournitla formule recurrente 


^A n — 1 




dtiv 


(n — 1 ) A/i-2 p w 0 , 
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qui permet d’obtenir autant de termes que Ton veil l, des que Ton 
ales deux premiers, qui s'obtiennent directement: on trouve ainsi 

A 0 = i, A* = o. A2 = — p w U5 A 3 = — p'u u , Ai = — 3 p- « 0 — — ; 

il ne reste plus qu’a faire u 0 = co a pour avoir le developpement 
cherche, dont on trouvera les premiers termes dans le Ta¬ 
bleau (XCIII). 

410. En effectuant la division de la serie qui represente f(u, u 0 ) 
par la serie qui represente 3u, on obtient le developpement de la 
function d>( u 0 ) du n° 374, sous la forme 

u , _ r X a 11 . a u n ~ l 

developpement qui est valable dans les memes conditions que ce- 
lui qui represente p u ; d’ailleurs fiequation differentielle lineaire 
(n° 374) que verifie u 0 ) fournit, pour les coefficients y. n dont 
findice est superieur a 3, la formule de recurrence 

i 

n (n — 3 )! 


oil les c r sont les coefficients du developpement de p a ; findice r 
ne doit pas depasser la valeur si a est pair, (/i — 2 ;*)! doit, 

pour /* = etre remplace pari. On trouvera dans le Tableau 
(XCIV) les expressions des premiers coefficients. 

411. Le raisonnement que nous avons fait pour jd 3 u dans le 
n° 397 montre en general que p n u, oil 11 designe un entier positif, 
est une fonclion lineaire de pit et de ses derivees, jusqu’a la 
(2 n — 2 y* iae 5 on a plusieurs nianieres pour calculer ces fonctions 
lineaires, de proche en proche. 

Tout d’abord, niainlenant qu ’011 est en possession du develop- 
pement de p u, avec autant de termes qu’on veut, on pent appli- 
quer exactement la methode que nous avons suivie pour p 3 u . 
c’est-a-dire la formule de decomposition en elements simples. 


— -h p u 0 -=—• 

n ! (/i — 2 )! 


-r- 2 Co 


• ‘2.C S 


%n—& 

(/t — 0 1 ! 


— ■! ) ■ 

y-n—lr 


. . .-t -2 C r 


{//. — 2 r ): 
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On penl encore utiliser cette remarque deja faile an n° 101 ; les 
derivees d'ordre pair de pu sont des polynomcs cn p u. In vehe¬ 
ment {'expression de ces derivees permel, comme on le verra tout 
a ilieure. d'obtenir, par la resolution d’equations du premier de- 
gre. les expressions lineaires des puissances de p u an moycn de 
pu el de ses derivees d’ordre pair. II y a done quelque inleret a 
pouvoir pousser un pen loin le calcul de ces dernieres; voici com¬ 
ment on pent proceder. 

Si Ton pose pour abreger y = pu , on reconnait aisement par 
induction (n° 101) que la derive e 2 ;i iume de p u, que nous re pre¬ 
sen terons par P„, est un polynome en y de degre n -f- i ; desi- 
gnons par P' r P n les derivees premiere el seconde de ce polynome, 
prises par rapport a y. On aura 


dP n _ dy 
du " 22 du 5 

mais on a, d’une part. 


d- P 


n 


da¬ 



ddy . 
dud 2 


d- P, t _ d’ ln+ -p u _ 

~did ~ did ^+2 ~~ 1 22+1 ’ 


et, d autre part, a cause des equations (VII G _ 7 ), 



?2 y ■ 


d*y 

du ' 2 


6 y-~ 


on aura done, en remplacant, 


P«-i g*y — g*)K -H (V*~ P' n ; 

cette relation, jointe a celle-ci 


permet evidemment de caleuler de proche en proche les poly- 
nomes P„; on trouvera dans le Tableau (XCVI1) les expressions 

de P n pour les premieres valeurs de n. 

m. Quand on veut pousser les calculs un pen loin, il est com¬ 
mode de les fractionner davantage et de caleuler separement les 
coelhcients de chaque polynome. 
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II suffit d’observer ceux des polynomes qu'on a calcifies pour 
prevoir que P /2 doit etre de la forme 

p _ X \t.n) o-a ; o-a, r «-r-l-2a,-3 a- 
1 n — w -A-a., a 3 c 2 <=> a J ' 

011 les coefficients A a / J ) ao sont purement numeriqnes et oil y. 2 , 20 . 
sont des entiers positifs on mils qui satisfont a la condition 

■ 17.1 — 3 y-> 1 n — 1 : 

il sera commode tout a 1* hen re d'admettre que les indices cu, a 3 
peuvent prendre d’autres valeurs que celles-la, rnais que, alors, les 
coefficients a? sont mils. 

Le fait que le poly no me P /? est ainsi conslitue resulterait d’ail- 
leurs aisement des proprieles d'homogeneite de la fonction 
p (w; go-, g'z ) i il nous suffit ici de le regarder coniine un resnltat 
d’induction : car la substitution de la valeur precedente de P /2 , 
dans le second me mb re de la relation de recurrence, montre bien 
que la loi se conserve pour P /2+i , et que dans ce poly no me le coef¬ 
ficient de 

o-SCj 0-7,1 yft-r2 — —3 ’l z 


est le nombre en posant 

— (‘2/1 - f- 2 — 4 y-1 — 6 a 3 )(i;i+J 
— ( n -i- 3 — a a 2 — 3 a 3 ) ( 11 -f- i 


dans cette for mule y. 2 et a 3 doivent etre deux entiers positifs ou 
mils qui verifient la condition 2 a 2 + 3 a 3 ^ n -f- 2 , etceux des coef¬ 
ficients d’indice superieur egal a /?, pour lequel fun des indices 
inferieurs est negatif, ou pour lequel la somme de deux fois le pre¬ 
mier et de trois fois le second depasse n-^-i doivent etre regardes 
comme mils. La relation precedente permet evidemment de cal- 
culer les coefficients du polynome P, 2+ < quand on connait ceux du 
polynome P /2 ; elle permet me me de calculer autant des coeffi¬ 
cients que Ton voudra de P /2 en laissant n indetermine; ainsi elle 
donne 

AfA 1} = {in -r- i)(in -h 3) A ( 0 %, 


-4*i- 6 a s ) 

2 a 2 3 a 3 ) 

- 4 a,— 6 * 3 ) AJ 2 L lf a 3 ; 



0 h 
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Cl com me 1’ou a A'” = 3!, on en deduit de suite 
a';: i, = (4 »-hi)!; 

on trouve aussi, pour n plus grand que i, 2 , 3, 4, respectivement 


AK\ __±±1. 

\! 28 ' 


Ay!l, __*L±±. 

fin — 1)! 20 (an-f-i) 1 

,V - 0 <n+i)( 3 n-S) Affl (n H- 1) (1 r n - 


<2 n — n. 


(2/1 + 1)! 


2 + .0-7- i I 


413. Avant ainsi forme les expressions de Pi, P 2 , P 3 ? * * • ? ^ 
suffira de'resoudre les equations ainsi obtenues par rapport a JK 2 , 
r\ y\ ... pour avoir les expressions de ces puissances de pu en 
fonction lineaire de y et de Pi, Po, P3, e’est-a-dire de <p u el de 
ses derivees d’ordre pair; on obtient ainsi 


P'-M : 


P U 


O - 

2 s . 3 


, p l u 

P " = ~TT 


igl 

^75 pU 


A3 
-- 3 

2 . a 


, P VI u ,y-2 p"u g* 

pi u = i-y- _ _ J _ + — j 3 ■ 


2 V . 3 . 7 ' 


Sur ces formules, on lit imined iatement les valeurs des in te¬ 
g-rales des puissances de pu. On trouvera dans le Tableau (CXI) 
ces valeurs pour les premieres puissances de pu. 


-ili. Mais, quand Pexposant de la puissance de pu est un peu 
eleve, il vaut mieiix calculer les expressions direc lenient, sans 
passer par la resolution des equations du premier degre. 

On v parvient facilement en formant la derivee seconde de p n u 
par rapport a u ; cetle derivee est 


nin — 11 p n ~ 2 it p ’ 2 u -+- n p /i_1 u p”it 
= n(n — i)y n ~ 2 ( I7 3 — giy — gi)-*rny*-' (§y 2 — 

= 2n(2 7 i -f- i)y ll + l _ ^ —— g- 2 yn-i — n(n — 1) gzy n ~ 2 ; 

on a done 


v 


1 

27l(2 7l^-\) 


d-(r n ) 

da ' 1 


4(2 71 -hi) 


giy n 


2(2/1 - hi ) 


£■3 y n 
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el il est clair cjue cette form ale permettra d’obtenir Fexpression 
lineaire de y n+l an moyen de y et de ses derivees, si Ton con- 
nait de pareilles expressions pour y n ~-, y n ~ K , y n . 

Le calcul se fera simplement en supposant 


y tl = Bi,"’ 


(2 n — i)! 


d * n ~ 2 ,p a 
da ln ~- 


. £'«) 1 f/2/»-2r-a p u ^ 

r ( 2 72 — 2 r -I )! du~ n ~- r ~- 

- Run — ftp _ -i- R n ;/ -4- P>'«) 


les coefficients etant des polynomes en g 2 , g z . En substiLoant 
dans le second memhre de Fequation precedente, on obtient la 
relation 




2 a ( 2 n -T- i) 


in — i 
4 (a /i 1 




i (2 n ~ i) 


B ( /i 


O 3* 


Dans cette formule on pent donner a r les valeurs o, i, a, ..., n — i. 
si Ton convient que les coefficients dans lesquels l’indice in- 
ferieur est negatif on est plus grand que l’indice superieur. doivent 
etre regardes comme mils. Eile permet d’obtenir an tan t de termes 
B^ } que Ton veut. B l 0 /O est egal a i, B ( t //} a o, pour tout entier po- 
sitif n. 


41 o. Si Ton veut fractionner encore les calculs, on constatera, 
sur les valeurs trouvees, que B^ ] pent etre mis sous la forme 

^ ~a 2 o-a,, 

a 3 & 2 s 3 - 

(a 5 ,a 3 i 


oil les nombres entiers a 2 , a 3 , positifs ou mils, satisfonl a la 
condition 2 a 2 -f- 3a 3 = /*, et oil les coefficients purement nume- 
riques B^ ai se determinent par la relation recurrente 




( 2 n — 4 a 2 — 6 a 3 ) (a n -f- i — f\ a 2 — 6 a 3 ) 
in ( 2 n 1) 


B £a 3 


4(a/n- i) 


a 3 


2 ( 2 , /i - 




Dans cette relation, on donnera a ou, a 3 Loutes les valeurs entieres 
positives ou nulles qui verifient la condition 2 a 2 + 3a 3 g/i + i, 



DO 
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en regardant coniine mils les coefficients pour Icsquels un indice 
inierieur est negatif ou pour les quels la somme des deux indices 
mferieurs, respectivement multiplies par 2 et par 3 , est plus grande 
quo Findice superieur. 

Cette relation de recurrence permet de calculer l’expression 
rrenerale d'autant de coefficients B!£j a3 que Ton vent; pour Lout 
entier positif n, B ( u " 0 est egal a 1; pour n plus grand que 2, 3 , 
4 . 5 , on a respectivement 


B /•', = A-- > \ = ~~, B ( „"’ 0 = - D 3 " ,g , B'»l 

* • 2-. j 1 - 2 0 . 3 . 0 - 


7? (1 1 n — iS) 

2 'D0. 7 .I1 


ill). Aux expressions qui donnent les derivees p if ^(u) au 
in oven de p a et de p’ u, il convient de joindre les expressions qui 
donnent, au inoven de pu , pa, p’u, p’a, les derivees p in) (a — a), 
prises par rapport a it, de la function p(u — a). 

La form ill e d’addition (VII3) peut s’ecrire 


p {it — a) — p u = 


I (p'u 

•2 (pu — paf 


P'fOp'" 


ou encore, en permutant les lettres u et a et en designant par y 
la lonction p u, par yM sa derivee n leme prise par rapport a a, et 
par c, c n) ce que deviennent y, y^ n) quand on jremplace a par a, 


pt u — a) = c 


j (y — c) c" -r- ( y'-r- c f ) c' 
2 (jr — C)2 


Le second membre de cette formule peut s’ecrire 


A«r A i° ] B< s °> , 

u ‘ y — c (y c)- (jr — c) 2 *^’ 

oil Ton a 

Ay° = c, A ! / n = c, A ( ., 0) = —, B(, 0) = 

‘2 "2 2 


On voit, par inductio 
p‘ n 'fu — a) = A j/ 2 


n, qu’on doit avoir en general 
A ( /° i A ( A 


y-c 


B(! l) 


(y — c )«+2 


jy~ c )- t/-c)3 


non 


(y-c)»-+- 


i]y> 
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et la demonstration meme fournit les formulas de recurrence 

^u-rn __ __ qi 2>7 _i_ jj B;/4_ 2 — i2cv — c"c2v — i) B/ ; — e’-(v — ij IJ./lj, 

BU+i: — _ (v — i)X;i} 1: 

qui s : applique nt pour v — o, i, 2, . .., /? — 3 , si i’on regarde 
comme nulles les quantiles B dont Tindice inferieur esl plus petit 
que 2 on plus grand que Pindice superieur augmenle de 2. Ces 
formules permcttenl de calculer les coefficients A 'G cl B " pour 
chacun des indices n. 


417 . Les relations 

j j v n v'fLo 

- p f ' 2 - (u — ci )-,— p ui (— ff — m = \'J l 1 -e —--... -- \ ' 

2 J 2 1 r—c [j — c) n ~- 

que Ton decluit des precedentes et de cellos qui en res id lent par 
le changement de 11 en — a, donnent immedialenient, par inte¬ 
gration, les formules du Tableau (CXII), qui permellenl de cal- 
culer facilcmcnt, pour un entier positif queiconque /?, les valeurs 
de I’intesrrale 

o 


Les calculs sont e(TeeLues pour les premieres valeurs de n. 



418 . Quand a est egal a co a , les relations precedentes se sim- 
plifienl paree que c ! est nul; on a alors 




p(« — co a ) = e a -i- 


p"{u — w a ) = 2 A p 


,P («-Wa) : 


V ■ ■' ' ' {V — r a J- 

, or-v f i o> ] g ^ 

y — e :i ' {y—e-j ,)*- 3 


en supposant A[ 0} egai a 3 e \— ~ = (e a — e$) (e a ~ e y ). 

Dans le Tableau (CXII), le calcul des valeurs de Pintegrale 
f - c Jji - est effectue pour les premieres valeurs de n . 




0> 


calcul integral. 


IV. — Developpements en series entieres des fonctions £, sn,cn,dn. 
— Expressions lineaires des derivees des fonctions £, sn, cn, dn au 
moyen des puissances de ces fonctions. — Expressions lineaires 
des puissances des fonctions sn, cn, dn au moyen des derivees 
de ces fonctions. 


-119. Connaissant le developpement de p u suivant les puissances 
ascendanles de a , il n’v a aucune difficult^ a calculer autanl dc 
tenues que Ton vent dans le developpement des fonctions £ 0 a w j 
C 3 - it* qui soul des fonctions algebriques simples de pit; on 
n'a qu'a appliquer les propositions etablies dans Introduction. 
Xous nous contenterons de donner cjnelques explications a prop os 
de la fonction 


mu = \'e x — e 3 ; 0 3 


e z 


sjei — e* 


V 


r 

Ip 


yet — cs 


z ) S 2 5 S' 3 


D'apres la relation d’homogeneite (VIII 3 ), on a 


P ( T== ; #*) = ( e i~ e*)P(u m > #i), 

<? 3 / 

en posant ? pour abreger, 

= = gz . 

tS2 (<?i — e z y- : (ei—-e 3 ) 3 ' 

en se reportant anx fomiules (XXXVI 8ji ), (XXXVII lj2 ), on a 
d'ailleurs les relations 


'€i — e z )- 




la relation entre les fonctions sn et p pent done s’ecrire 


[/ p(«; P(u; ff’ t , g'z )• 


I -H- /t* 


En utilisant le developpement de pu et en tenant compte des 



puis 


.p(«;^ 5 , o' 3 )= - 2 - n — 

r a-2-hi ^ /t *■ — k- — ! — T , 

SU It =z U I —7-- U 2 -r- U * 

o [ 'J 

on n’a plus, pour trouver le developpement cherclie, qu : a appli- 
quer la formule du binouie : on trouvera dans le Tableau (XCY1) 
les premiers ternies de ce developpement. 

Les poljnomes en k~ qui figurent dans le developpement de sn u 
comme coefficients des puissances de u sont reciproques; cette 
circonstance resulte de ce qu’il en est manifestemenl ainsi dans 
le developpement de 

p(«; S'i, ff\)— '—g 1 

a cause des valeurs de g r 2 el de La consideration de ce deve¬ 
loppement per met aussi de reconnaitre aisement le degre de ces 
poljnomes : le coefficient de u- n+i est de degre n en k-, 

420. II va sans dire que Ton obtient de la me me facon les de- 
veloppements de cn u ct de dn «; on en trouver a les premiers 
termes dans le Tableau (XCVI). On pent aussi les deduire du 
developpement de snw par les formules 

j_ 1 

cn u = [1 — sn 2 w] 2 , dn u — [1— k 2 sn 2 w] 2 ; 

enfln, on remarquera qifil suffit d’avoir le developpement de Pune 
des fonctions cn«, dn u pour avoir aisement le developpement de 
Pautre, comme il resulte des formules de transformation relatives 
an cas 3° des Tableaux (LXXX 3j0 ), 011 Ton pent supposer que le 
no mb re c est un multiple de 4 et qui donnent alors 

I = cn (“> 1- ) = dn (f ’ k ) > dn ( w > 7:) = 011 (| J l; )- 

Les memos Tableaux donnent la relation 
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qui. joinle a ce qtie 1c coefficient de u- nJr[ est un polynome en A -2 
de degre /?, met aussi en evidence la reciprocity de ce polynome. 

421. B’autres methodes que nous allons indiqaer s o mm a ire- 
men t permettent de retro uver ces resultats et qtielques a litres. 

Les equations differenlielles que verifient les fonctions sn 7 
cn. dn sont toutes de Ja forme 

(&)' '=V v ^ V + c, 

oii a, b. c sont, suivant les cas, des fonctions connues de e { , 
ou d-* Ii~: les consequences qu’on pent tirer de ces equations sont 
toutes parodies a cellos que Ton a deduites de I’equation diHe¬ 
re n tie He que verifie pu, et les details que nous avons clonnes a 
ce sujet nous permettent d’etre main tenant plus brcfs. 

Les derivees d’ordre pair 2/1 de toute fonction y, qui verifie 
one equation differentieiie de la forme 

(S) "= c 

sont des polynomes en j, de degre 211 + 1 , nc contenanl que les 
puissances impaires de y. On a, en effet, en posant 


el en admettant que Q n soil 11 n polynome en y satisfaisanl. aux 
Condi{ions enoncees, dont les derivees par rapport a y sont Q 
et O' , la relation 


On-i = QOoO &r 2 + Q; z ( 2a y3_i_ iy )% 

Si Ton pose 

O,V = A f V ~ A 7 v -yZ H- . . . -H + . 

on trouve 




a ; 3 


2r i'2r — i)aA<!L\-+.(2r 


) 2 b +(2r+ 2 )( 2 r + 3)c . 


Cette egalite permet de calculer les 
connait A" = 2 ^ A [ l) =b; r doit 


quantites A l " ] puisque Ton 
y prendre les valours 0 , 1 , 
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2, .. ., n -T- i ; lorsque dans le second me mb re on indice inferieur 
est negatif on plus grand que 1 ’indiee superieur, la quantile A ^ 1 
correspondante est nolle. 

On trouvera dans le Tableau (XCYI 1 I) les resultals ainsi obte- 
nus pour les premieres valeurs de ?\ 

422 . Si Ton vent fractionner les calculs davantage, on obser¬ 
vers, sur les premieres valeurs calculees, que est un polynome 
entier en a, 6 , c homogene, a coefficients entiers et positifs, de 
degre n si Ton regarde < 7 , c com me du premier degre, de degre 
n — r si Ton re garde a, b , c coniine etant respectivement des de- 
gres o, 1,2; on pent done poser, si cette loi est generate, 

(a) A'" } = ^ Aj/y ct r +'{ &«-/•—2y C '{. 

( Y) 

les AJfy etant des coefficients purement numeriques; ?' peut prendre 
les valeurs o, 1,2, 11 ; r etant choisi, v doit prendre les va- 

leurs o, 1, 2, ... jusqu a —-— 011 --- > smvant que n — r 

est pair on impair. La generality de la loi se demontre par induc¬ 
tion et Ton parvient en meme temps a la formule 

A^+ l) = 2r(ir — 1) AAYy-H (2/* -f- 1 ) 2 Aj/b - 4 - (2/’ -4- 2) (2 r -f- 3 ) A;Ai,y_i 5 

r ajant ete choisi par mi les 11 ombres 0, 1, 2, . . ., n -f-i, 
Y doit prendre les valeurs depuis 0 jusqu’a - — 1 ou -— - - , 

suivant que n — r est pair ou impair; d’ailleurs, dans le second 
membre, ceux des coefficients ou le premier indice inferieur est 
plus grand que 11, ceux 011 le second indice inferieur est plus grand 

que —-- sont nuls, ainsi que ceux dont un indice inferieur est 

negatif. To us les nombres sont entiers et positifs. 

Ob servo ns que la relation que nous venons d’etablir donne, en 
particulier, 

= (' in 0 (2/1 -+- 2) AAo 1J = A o!A 

d’ou Ton deduit sans peine 

A^i = (2 n)l A' b % = 1. 

T. et M. — III. 5 
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Les calculs se font assez rapidement, et 1’on observe avec un 
pen d'attention que Ton a ( 1 ) 


\- 
‘MjU * 


• [ ~ 0 " 


AW 


2 - 3.3 2 «-f- 5 2/i 


A,",. = - 


- 5 — g.3 2A ’— 5.5 2n - 

2 g 




14 


4 —28.3-"-!- 20.5-"— 7-7 2 "+9' 


423. Si la fonction j est impaire et s’annule pour u = o, comme 
- ua («) ou sn(zp, on a, dans le voisinage de u — o, 


>-=—*£-+- 
, J I 


7o 


li 3 - 


.7o 

51 


en designant par y' 0 , y^, y { J\ • • • les valeurs pour u — o des de 
rivees d : ordre impair; on a d’ailleurs 


d*n+iy __ dQji dy 

du zr/zz n du* 


et il est cl air que, pour u ; 
pent done ecrire 


Q' n se reduit a A { 0 /z) el “ a \/c ; on 


A = V c 


. V f 2 ) 

-A. A 


zz 




i .2.3. 4 -5 


' A ' o,i) (j/i+ijr 


par exemple, pour y = t; oa («), on a a = (e a — ep) (c a — e y ), 
i = 3e a , c = 1 ; pour y = snu, on a a — A' 2 , h = — (i A'-), 
c = 1; on aura done le developpement de £ oa (zz) et celui de sn«. 
Pour celte derniere fonction, les quantiles A. ( ' n sont des poly- 


{ 1 ; Dans sa These (Annales de VEcole Nor male superieure, 2 e serie, t. VI, 
p. 2G5 . 51. D. Andre a montre que, quand on se donne arbitrairement r el y, les 
quantiles A>5) sont des fonctions de n definies par la relation 

t = /*4-y 

A r,r= X L £ t (n) ( 2 t + 1 )™, 

Z = 0 

nil d?.(/z), ^(/z j, 5 r (/i) sont des polynomes en n, de degre y, a coefficients 
rationnels, qu’il reste a calculer, tandis que pour chacun des indices t > r, 5\(/z) 
est un polynome en n de degre y — t r. 

Ce resultat est deduit de recherches fort interessantes qui ont perm is a M. D. 
Andre detablir Tequadon genera trice Ires simple de la s£rie recurrenle donl Aj"d 
est le terme general. 




APPLICATIONS BE LA FGRMULE BE DECOMPOSITION. 67 

nomes en/i 2 , de deg re n en A' 2 , comme il resuitc evidemment de 
la formule (a), qui s’ecrit alors 

A = (— 1 ■+• k'-f --:; 

(V) 

il est manifeste, sur c.ette formule 7 que ces poljnomes sont red- 
proques. 

424 . Si y est une fonction paire et prenant pour u = o la va- 

leur 1, comme cn dnw, on a, dans le voisinage de u ~ o, 

__ , , Q, Vj _ 

" ‘ 1.2 ‘ 1 .'2.3.4 * * {2 njl * ’ *’ 

en designant par Q*, Q 2 , • •, Q«, .. . ce que deviennent, pour 
y — 1, les fonctions Q { , Qo, .. 0 /t: ...; on a, en general, 

Q ffl = Ai"»+Af)4; 

si 1’on se place, par exemple, dans le cas de cn a, on trouve 
= S (— 1 )'~ +T A r?y k^V (2 k- — i 37 (I — )V. 

IT) 

Dans ce cas, les poljnomes A^. /2) sont, en A 2 , de degre maximum 
egal a n ; il en est de meme de Q /2 ; dans cc dernier polynome, le 
terme independantde k 2 est i; dans la sommeA f " ) -fA ( i /r - L ...-i- A % ] , 
il n’j a, en effet, que F element A'" 1 qui contienne im terme indc- 
pendant de A 2 , terme qui n’est autre chose que A l “[. Dans ce 
meme polynome Q /2 , le terme en k 2n fait defaut, cela tient ace 
que Fon a ici a -4- b -f- c = o, 2 a -{- b = — i; en sorte que Vex¬ 
pression generale Q" [cty h 4 - by 2 4- c) -f- Q', (2 ay % -f- by) de Q /2+1 , 
quand on y remplace y par 1, se reduit a — Q^, en designant par 
ce que devient la derivee de Q n prise par rapport a y apres 
qu’on y a faitj“i; comme Q* ne peut contenir A' 2 qu’au degre n, 

il est clair qu’il en sera de meme de Qn +i ; par suite, Q« est un 
polynome du degre n — 1 par rapport a k 2 . 

425 . En resolvant par rapport aux puissances dejK les expressions 
des ddrivees d’ordre pair de la fonction y, on voit que les puis- 
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sauces impaires de y s’expriment lineairement en fonclion de y et 
de ses derivees d'ordre pair: y' 2n+i contiendra les derivees jusqu’a 
Fordre :>//: mais il est plus commode de calculer directement ies 
expressions de ces puissances, qui sont utiles dans Je calcuI inte¬ 
gral : du liieme coup, on montrera que les puissances d’ordre pair 
s'expriment lineairement au rnojen de y 2 et de ses derivees. . 

On a, en eflet, 


it n~i)ay n - 


f r”) 
du¬ 


ll-by n — n(n — i) cy n -- } 


et il est manifeste que si Ton a ex prime y /l et y n ~' 2 on fonclion li¬ 
neal re de y et de ses derivees dans Je cas oil n esl impair, en foac¬ 
tion lineaire de v 2 el de ses derivees dans le cas oil n est pair, on 
obtiendra par celte formule tme pareille expression pour y Il+ ~. 


426 . Si Ton vent fractionner les calculs, on procedera coniine 
ii suit. 

Pour le cas des puissances impaires, remplacons dans Pegalite 
precedente n par 211 — 1, et posons 


\'±n a”y*n-r 1 = B' b ”> 


du - 11 


r li n —2 r y 

. no?) __ y 

r ciu-’ l ~- r ' 


■B 


on tronvera aisement la relation 


pjy’ = B / 2 1 —\2n — i/ 2 6 BJ/L 1 n — (2 n — 2 ) 2 (211 — 3 ) (yin — 1) etc Bpix 2) ? 

qui. joinle aux relations B' o; = i, B' u n =i, B'" = — b, permet 
de calculer facilement les quanlites B;."’. L’indice r doit prendre 
les \aSeurs o. t. 2, n; dans le second membre cclles des 
quanlites B/ pour lesquelles 1’indice inferieur est negalif, ou 
plus grand que 1‘indice superieur, doivent etre regardees commc 
nuiles. II est clair que B ( "’ est toujours egal a 1 ; les quanlites BJ."' 
sont des polvnomes entiers en b et en etc a coefficients entiers. 
On trouvera dans le Tableau (CXIII) les expressions de ces poly- 
nomes, pour les premieres valeurs de n. 

-iOTt. Si 1 on veut fractionner le calcul davantage, on observers, 
sur les premieres valeurs de ces polvnomes, qu’ils sont liomogenes 
et du degre r en b et en ac, quand on regarde b comme du pro- 
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mier degre et cic comme do second. On est ainsi conduit a poser 

les coefficients B;'i! etant purement numeriques. 

L’indice r etant choisi parmi les nombres o, i, 2./*, 1 ‘indice - 

doit prendre les valeurs o, 1,2,...,- 011 —selon que r est 
pair 011 impair. La generality de cette supposition apparait inline- 
diatement et Ton trouve dn meme coup la relation 


B ( ”l 


• D oy 


• (2 n — 1)2 — ( 2 ri — 2 )2 (2 n — 3 ) ( 2 n — 1) B^L,. 


Pour ce qui concerne s mi, on reconnait immediatement que les 
poljnomes BJP, regardes comme des fonctions de fc'y sont reci- 
proques. 

428 . On obser vera que, si dans Tequation 



ay’+ _j_ ly 2 _l_ 


on remplace y par 


elle prend la forme 



bz*-+ ' 


on en deduira, puisque les poljnomes ne changent pas quand 
on ecliange les lettres a et c, 


(•> a )! c n y-^' 1;i -‘ 


) - R( «) ditt r- 


du~ !L 


' B ( i /Z 


rfm-iy-l 

_____ 




La meme methode s’applique aux puissances paires dey; leurs 
expressions s’obtiendront en partant de la relation du n° 425 011 
Lon remplace 11 par 2 11. 

On Lrouvera dans les Tableaux (CXIII) et (CXIV) les expres¬ 
sions des integrales 


/ 


y-n-h 1 dll 


et 



deduites des relations precedentes et permettant de calculer suc- 
cessivement ces integrales pour les premieres valeurs de n. 



V.— Application de la transformation de Landen an developpement 
en serie entiere de la fonction cn. 


429 . On pent, conime Fa montre M. Hermite ('), obtenir, par 
one vote tout autre que celle que nous avons suivie, les coefficients 
des puissances de u 2 dans Je developpement de la fonction cn u. 
On sail deja, par ce qui precede, que dans ce developpement le 

coefficient cn' 2 " : (o) de —ordonne suivant les puissances crois- 
santes de k 2 * est de la forme 

cn"2 «:(oj = (-i) b [i + A { *>/c 2 -i- A(«)/;*-{_...h_ Ajfii , 

oil A' 2 . A 3 A .. ., A^l* sont des quantiles pur ement numeriques, 
qu'ii s'agit de calculer. 

La for mule de transformation de Landen (LXXXIL) 


cn 


u 



i — Cr -f- /d) sn 2 - 

I H- /d 


dn 


u 

TTP 


va nous permettre d’effectuer ce calcul pour chaque indicc n . 
Cette formule est une identite par rapport a u et par rapport a t. 

Si Ton change t en ^ en donnant a a, b, c, cl des valeurs 
rentrant dans le cas 3 ° du Tableau (XX„) et pour lesquelles k se 


change en j et k en dz -j~ (LXXX S ), el le devient 


ou les signes superieurs se correspondent. Le second membrc se 
transforme par les formules du Tableau (LXXX G ), Writes dans 


(■) ■Voir Comptes rendus de I’Academie des Sciences, t. LVII, p. 6 i 3 et p. 993. 
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ce meme cas 3° pour c — o, en 


-»±,7 

irhr '■') 

On a ainsi 

{/< T ik') cn [(* = ik') u, j ~ j = - 


: ik '— k sn 2 (' u. k i 


c n(u.k) ’ 

on deduit de ces deux relations, par addition, en posant aussi 

k = ik' = -*a, 

1 ’idenlite en u et a 


e~ix cn (e i:L u, e~- LrJ -)-r-e i:L e-^) = scosacnfz^, cosa). 

II suffit de developper chacune des fonctions 

* cn (e- irj -u, e- 2iCL ), cn (u, cosa) 

par la formule de Maclaurin et d’egaler les coefficients des monies 
puissances de u dans les deux membres, pour obtenir entre les 
nombres A^ } et a la relation 

cos [ (2 — [) a] -f- k [ ^A i cos [(2/z — 3 ) a] -f- k l ( l] cos[(o n — 5 ) a] 

-r- cos [(on — 7) a] = cos a -h cos 3 a 

-r- A^COS 3 a ~i— 4 . . ~— A}j*i 1 cos 2 ' 1-1 a ; 

les deux derniers termes clu premier membre sont 

A[^ 1 cos 3 a -i~ A^i cosa, quand 11 est impair; 

Acos 3 a -h A l n n) cosa, quand n est pair. 


On transforme aisement le second membre en une fonction li- 
neaire des cosinus des multiples impairs de a. En egalant ensuite 
les coefficients des cosinus des memes multiples de cc, on obtient les 
relations clierchees 5 on a d’abord A^, = i, puis successivement, 
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_ A;"_; 

1 ' 1 ' 



/m — i 

\\n) 


^ AS?.!, 



■W : = 

‘i 

j — 

(m — o) 




-V_. = 

at — i 

s 

3 

i r 2 

/ i-n-* 

/m — 3' 
\ 2 , 

) • A "- 3 (-in —5) 

A (/;) , 

, // - \ 

1 —8 ’ 



/ o n — i 

\ A;“J, 

/ 211 — 

. Af 7.C 

At,") 5 

A") 

A.* = | 

. n — ' 2 . 

— -r—r 

\ n — 3) 

l+ ''‘ i.a 

i 


A v v = | 

f in — i ' 

\tn) 

| - 1 ii - 2 , 

fin — 3 \ 

A 1 /’ 5.4 

A'," 1 3 

f , 

1 n — i , 

I ‘ 2 2 "” 4 1 

V n-ij 

’ ’ * 2 4 1.2 

A- 1 ' 



oil Ton doit remplacer A'” } par i et oil, pour n impair, on doil 
remplacer Findice p. par n Findice v par —-—? Landis que, 
pour n pair, on doit remplacer Findice p. par — et Findice v 
par ” • De simples resolutions d’equations du premier'degre don- 

nent ainsi directement, pour chaque indice /i, les valeurs clcs eon- 
slantes A ( " ! , A:" 5 , .. ., A { ” 2 { , et il importe de remarquer, pour les 
calculs numeriques, que Fon a un procede de verification dc ccs 
calculs puisque Fon a n equations et n — i inconnues sculemcnl. 

Com me on Fa fait observer au n° 420 , le develop p emeu L dc la 
fonction dn(?/) se deduit immediatement de celui de la fonclion 
cn(w). La relation 

sn'(u) = cn (a) dn (u) 


permet ensuite d’obtenir aisement le developpement de la derivee 
de la fonction sn( w), et, par suite, celui dc la fonction sn(z^) ellc- 
meme. 

La methode de M. Hermite ne fournit pas seulement un nou¬ 
veau procede pour dresser assez facilement le Tableau (XCVI); 
elle permet d’obtenir aussi la loi de formation dcs coefficients des 
polvnomes cn f2/2 ^(o) ordonnes suivant les puissances dc /i 2 . 
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VI. — Application aux fonctions de Jacobi de la methode 
de decomposition en elements simples. 


430 . Quand on vent appliquer directement aux fonctions de 
Jacobi la metliode de decomposition en elements simples, ce qui 
per met de retrouver les relations essentielles enlre ces fonctions, 
il convient d’introduire, com me element simple pour celles de ces 
fonctions qui sont doublement periodiques de premiere espece 
dans le parallelogramme des periodes o, 2K, 2 (Kh-zK / ), 2zK'. 
la fonction impaire Z(zz) definie au n° 316 ; elle admet. comme 
pole unique et simple dans le parallelogramme, le point z‘K/; son 
residu relatif a ce pole est 1 ; elle s’annule pour u = 0 et u = K et 
jouit des proprietes mises en evidence paries for mules (LXXIX 2 _ 3 ) 
qui montrent clairement comment elle peut jouer un role ana¬ 
logue a la fonction £zz, en sorte que toute fonction doublement 
periodique de premiere espece dans le parallelogramme considere 
est, a une constante additive pres, une fonction lineaire de quan¬ 
tity s telles que Z (u — a), Z (u — b) et de leurs derivees; les con- 
stantes <rz, b, ... n’etant autres que les affixes des poles de la fonc¬ 
tion consideree, diminuees de z‘K/. 


T 1 , . , .... ; n H'(zz) H j (u) Q\(in 

11 est a peine besom de dire que les fonctions -rr-— > fj——> —— 
r 1 H(zq Hj (u) 0i {uj 

peuvent jouer le roleque nousvenonsd’attribuer a la fonction Z(zz). 


431 . Quand on se sert comme element simple de la fonction 
Z(zz), il est souvent commode, surtout pour la determination de 
la constante additive, d’avoir les premiers termes du developpe- 
ment de cette fonction en serie entiere. On les obtient aisement 
au mojen des formules (GII4) en 11 tilisanL le developpement de 
sn u. On trouve ainsi 

(CII 7 ) Z(zz) = Z'(o) j —■ 2/t 2 jpj -T- 8 /l 2 (A* 2 -{- i) T-y •— 

432 . De merne que l’on substitue aux quantites to 3 les quan- 
tiLes K et K' introduces par Legendre, on remplace, dans lememe 
sjsteme de notations, les quantites r ii7 t 13 par les quantites E, E 
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que definissent les egalites 


(i i 


CII, 


I (*> 


I - k 2 7)l 

E 

3 K/e,-S) 

[ “ g’ 

I -4- k'- V)3 _ j 

E' 

* /KV^l - e 3 

K?* 


On remarquera (n° 406 ) que le premier membre de Pegalite (i) 
est egal a ZVo'.. 

L'introduction de ces notations permet d’ecrire la relation (CII 6 ) 
sous la forme 


cln 2 u — r- -+- Z'( u '). 

Iv 


On en deduit immediatement, en se rappelant que Z(o) el Z(K) 

soul nuls, la formule 

• Gils) f dn 2 ( u, k) clu = E, 

Jo 

ou 1'integrale qui figure dans le premier membre est prise suivant 

le segment de droite qui va de o an point K. 

Si main tenant on fail la transformation 


£>i _ co 3j O3 ——a)j, 

qui, ainsi qiril resulte des formules (LXKX 3 _ 5 ), donne 

/ = k . /’ = A. L = K', L' — K, sf&i — e 3 = — i - e a 

et 

H 1 =;(Q 1 ) = 5 (*o,) = T iS> 

noire derniere formule deviendra 


■ CII, 1 



dn 2 (u, k') du — E', 


ou 1’integrale qui figure dans le premier membre est prise suivant 
le segment de droite qui va de o au point K/. 


Observons que la relation r H w 3 — y] 3 a, = g peu t s’ecrire 


y i 1 _ Jh _ _ tu 

K \/ ei — e z i K # Je t — e 3 ~ 2 KK 0 



APPLICATION'S DE LA FORAIULE DE DECOMPOSITION. "5 

si done on introduit E, E' au moyen des relations (CII,, 2 ), elle 
prend la forme 

(Cir 3 ) EK'^-E'K — KK' = -j 

2 

c[iii est celle sous laquelle elle s’est d’abord presentee a Legendre. 

Relativement au meme parallelogramme o, 2K, a(K-{- z'K/), 
c 2il&J et pour les fonctions de seconde espece, M. Hermite a em¬ 
ploye comme element simple, dans une suite d'importantes re- 
cherches, la fonction de u 

-:--- 1 pan 

qui ne diflfere pas au fond de la fonction <^>(11). comme nous l’a- 
vons montre au n° 371 . Elle admet pour pole unique et simple le 
point 0 ; le residu relatif a ce pole est 1. 



CHAPITRE III. 

SUITE DES THEOREMES GENERA UX. 


433 . Considerons une fonction donblement perioclique ( 1 ) du 
second orclre F (*/) aux periodes 2 to,, 2 to 3 et supposons cEabord 
que ses deux pules a : b soient distincts; a, b seronl aussi les 
pules de la fonction donblement periodique du second ordre 
F u ’• — F(« 0 ); comme u 0 est 1111 zero de cette fonction, son se¬ 
cond zero sera a b — u 0 et Eon aura F(a-f- b — u Q ) — F (u 0 ) ~ o ; 
comme u Q est quelconque, la fonction F (u) prend done les 
mernes vale 11 rs pour deux valeurs de u dont la soiiime est 

a — b. On petit dire encore que la fonction F ^ ^ -f- est 

paire; les poles de cette derniere fonction sont rzz —; ils sonl 
distincts des points o, to,, to 2 , to 3 . La derivee F'-f- de 
cette xneiiie fonction est impaire et n’admet pas de poles distincts 
des pules de la fonction F -4- ; etant impaire et etantfinie 

pour a — Q : elle est nulle pour cette valeur; elle est nulle aussi 
pour 11 — to a : en effet, les deux quantiles fillies F' _f_ to a ) , 

F ? f ~~ — ) doivent etre egales et de signes contraires puisque 

la lonction F r ( —~-f- u j est impaire, et egales puisejue 2 to a est 

une periode de la fonction F f (u). Ainsi les quatre zeros, evldem- 
ment simples, de la fonction du quatrieme ordre F 7 ( u), sont 

a ~~b a->-b a -e b a ~h b 

T~ ? ^-l-CO*, 


( l ) Dans tout ce Chapitre il ne sera question que de fonctions doublement 
periodiques ordinaires. 
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La fonction doublement periodique 


®(u) 


F ( u) — F 



F(' u) — F 



-f- CO j 


) 



a — b 

-L. 0 ) 2 



~ i- i a — b 

H / it | H f 

•• ~ 

_ 

Mul X 1 

- 03 j j 


est dn huitieme ordre; ses zeros sont en evidence; chacim est 
double, ptiisque la derivee de chaque facteur s’annule pour le zero 
correspondant; elle admet ies m ernes zeros, an nieme deg re de 
multiplicite que la fonction F f -(u); die admet aussi les mernes 
poles, au nieme degre de multiplicite; le rapport des deux func¬ 
tions <£(«), F h 2 (a) est done une fonction doublement periodique 
qui n’admet pas de poles : e'est une constante; par consequent : 

Toule fonction doublement periodique y de la variable u , 
du second ordre, d poles distincts, verifie une equation diffe¬ 
rent idle de la forme 


j’= M(/-A)O'-B)f/-C)0- — D i, 


oil M, A, B, C, D sont des con stein tes. 

Soit main tenant y =f(u) une fonction doublement periodique 
du second ordre admettant le pole double a. On reconnait, com me 
precedemment, que la fonction f(ct -J- u) est paire et que son pole 
est distinct des points co,, co 2 , puis, que la fonction du troi- 
sieme ordr ef'(u) n’ad met pas d'autres zeros que les points a-F Wj , 
a-4 - oi 2 , a-J-co 3 ; par consequent : 

Toute fonction doublement periodique y de la variable m 
du second ordre, d pule double, verifie une equation diffe¬ 
rent ielle de la forme 




od M, A, B, C sont des constantes. 

Telle est, par exemple, la fonction p u. 11 resuite de la que les 
derivees d’ordre pair d’une fonction doublement periodique du 
second ordre y sont des functions rationnelles entieres de p*, et 
que les derivees d’ordre impair sont egales au produit de y ! par 
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une fonction rationnelle entiere de y. Nous allows generalise!’ ce 
theorem e. 


43 i. Soil u) une fonction doublement periodique dn second 
ordre, dont les periodes soient 2co 1 , 2103 et dont les p6les soient 
a, b. To ate fonction doublement periodique <&(w), admellant les 
memes periodes que 3 ( a), et telle que 1 ’on ait — it) = # («), 

s'exprime rationnellement an mojen de o (zz). Le cas 011 la fonc¬ 
tion s'u) admettrait 1111 pole double a = b n’est pas exclu. 

Le theoreme sera demontre si fon prouve que la fonction 

^ el B designent des constantes, s’exprime ration¬ 

nellement au moyen de ®(u ); or on peut toujours determiner les 


constantes A et B de maniere que la fonction 


( P(u) — A .. . 

qnjonn 


des mernes proprietes que la fonction et dont les poles et les 

zeros sont respectivement les solutions des equations $(u) — B = o, 
®{u) — A = o, n’ait aucun pole ou aucun zero qui coincide soit 

avec ci, soit avec 6, soit avec nous pouvons done fa ire im- 

mediatement cette hypo these sur la fonction <£(&). 

Des lors, si a est un zero ou un pole de cette fonction, a-\- b — a 
sera un zero ou un pole, distinct de a, du meme ordre de multi¬ 
plicity; la fonction $(m) aura un nombre pair de zeros et de poles ; 
elle sera d’ordre pair 2 n, et Ton pourra representer 11 de ses poles 
par a., x_. .. v a /2 , les autres poles etant a-\- b — a, , ct-\-b — a 2 ,. 
a —b — y . fl ; de meme, on represented n de ses zeros par (3, , j3 2 , 
les autres etant a b — ( 3 , , a + b — ..., a + b — j 3 /2 . Si 

maintenant Ton considere la fonction doublement periodique 


T. u = l? 1 )] [?(>) — o( j 3 a ) |.. .[®( u) — o(fi n )] 

H?' 11 } [? W — o(a 2 )J. • •[<?( — 

on reconnait quelle admet les mimes zeros et les memes pdles 
c]ue la fonction $(u) au meme degre de multiplicity; elle lui est 
done identique a un facteur constant pres, et la proposition est 
demon tree. 

Xotons. en passant, cette facon tres remarquable de representer 
une fonction doublement periodique telle que <[>(«), de maniere 
it mettre en evidence ses pedes et ses zeros. Le'cas ou 3 >(m) et 
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'z(u) sont des functions paires est particiilierement digne d : at¬ 
tention. 

Les formules (LXXXVII 4 _«), (LXXXIX 4 _ a ), (CX ' ( _o), ainsi 
que les formules analogues que 1’on pent etablir pour les fonc¬ 
tions £, et dont Tune a ete obtenue au n° 337 , peuvent etre re gar- 
dees comme des exemples. 


435 . Soit ? ( u ) une fonction doublement periodique du second 
ordre. Toute fonction doublenient periodique &(u) : ay ant les 
memes periodes que z>(u ), s’ exprime rcitionnellement au moyen 
deo{u) et de sa derivee f(u). Soient, en effet, a , b les deux 
pdles de <p(«), les deux fonctions doublement periodiques 

. ,, v , , , J. , s &(u)—$( a — b — u ) 

J{u) = *(u)- J r&{a-+-b — u), fi(u)= - : -J7-—- 


jouissent evidemment des proprietes qu’expriment les equations 
/(m) =f(a-+-b — a), fi(u) = fi (ct~-b — u i; 

ce sont done des fonctions rationnelies de <p (w); on a d’ailleurs 


et la proposition est demon tree. 

En particular, si l’on prend pour o(u) une fonction paire 7 on 
voit que toute fonction doublement periodique paire <f>( u), ayant 
memes periodes que cp (^ ), s’exprime rationnellement au moyen 
de cp ( u) seulement. 


436 . D'apres la derniere des propositions que nous venous d'e- 
tablir, toute fonction doublement periodique aux periodes 2 to*, 
2 w 3 est une fonction rationnelle de ( p u, p 1 u. 

II importe d’observer que cette derniere consequence resulte 
tres simpiement de la formule de decomposition en elements 
simples. Soit, en effet, f(u) la fonction doublement periodique 
consideree, dont nous designerons pour un moment les poles dis- 
tincls par at, l’ordre du pole at etant aSi, dans la formule 

i = V 

f(u) = C ■+• ^ [A. ;i) £(it - <£;) • - A'/ ;'(« — «<) -K • - t - < « - at) l 

1 = 0 
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. , ^ V, r p'U — p'Cl; 

on re01 place Ju — cn) et ses denvees par — ^at + - u -- > 

tjl les derivees de celte quantile, qui sont des fonctions ration- 
nelles de pw et de p r u, puisque toutes les derivees de p u sont des 
fonctions entieres de pa et de p ; u, on voit de suite qu ef(u) 
s'exprime aussi rationnellement an in oven des m ernes quantiles; 
en effet. apres la substitution, le coefficient de £ a cst qui 

est mil. La proposition annoncee est etablie. 

II resuite de ce raisonnement et des expressions des derivees de 
p u an moven des puissances dc pu que, si la fonction double- 
men t periodique n'admet dans le parallelogramme des periodes 
c|ue le pble zero, lequel est necessairement multiple, elle cst une 
fonction entiere de pu etde p ! u. On reconnaitra sans peine que si 
ce pule unique est d’ordre /z, ainsi que la fonction doublement pe- 
riodique in* celle-ci se met Ira sous la forme A -{- Bp' a, A e tan L 

im polynome en pu dont le degre sera egal a ? quand n est pair, 

plus petit que ~ quand n est impair, et B tin polynome en p u 

dont le degre sera egal a n — ~ quand n est impair, plus petit que 

-- - - - quand n est pair. 


437 . Dans le cas general, en procedant com me oil l’a expiique, 
f\u) se met sous la forme 

A Bp' it 
--- , 


A, B, D etant des polynomes en p u. On parvient a celte memo 
forme par tin precede un pen different qui va nous fournir sur les 
polynomes A, B, D quelques renseignemenls utiles. 

Nous nous bornerons, pour simplifier, an cas oula fonction/(w) 
n'a point de pole on de zero qui soit nul; s’il en est autrement, 
le lectern- verra sans peine les pelites modifications qu’il convient 
d’apporter a ['analyse suivante. 

En supposant que la fonction f(u) soit d’ordre /z, on pent la 
me tire sous la forme (n° 391 ) 


fl ln== Q - (u ~ &i )*(u — b,).. j(u—b n ) 
U " l lL ~~ a{)3(u— a 2 ).. ^(u~~a n ) 


n n 



A'-l A-l 
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Si 


ou C designe Line constante. On ne suppose pas que les nombres 
ct 2 . . . ., ci n soient distincts, non plus que les nombres b ,, 
b 2 , . b n ; mais les premiers nombres sont necessairement 
lous differents des seconds. On a alors, en tenant compte de Ft*- 

galite (VII)), 


- c /(u) 


F (v) 

"TT ? 


en posant 

D = (pu — pa 1) (? u — pag). . .(pit-pan). 


F (u) — i y 1 


3( u — bg). . . 


(u — b n )3(u cii). . . 3* t u — a„). 
u 3-cti. .. o : -a n ’ 


F (u) est une fonction doublement periodique d’ordre 2 /?, n'ad- 
mettant dans ie parallelogramme des periodes que le pole o; cette 
fonction F( u) est done de la forme A -f- Bp' u, ou A et B sont 
des polynomes en pu, dont le premier est de degre n et le second 
au plus de degre 11 — 2. 


438. Observons que le produit F (A) F ( — u) : toujours a cause 
de Pegalite (VIL), est egal a 

f A"’A ) (r~P a 1 '■■■(y — pa n )[y — pb )).. .(j- — pb n} . 

ou y remplace p u ; on aura done 

A ? — B 2 p' 2 u = A- — B 2 ( 4 y 3 —■ o- 2 y __ o- 3 ) 

= ( (-F "A/ -) D(r — p&i)(jK — pb,)...(y — pb n 1. 

II resulte de la que le polynome A 2 — B 2 (4 jk 3 — g*y — gw) est 
divisible par D et que le quotient, qui n’est autre chose, a un 
facteur constant pres, que (y — pb t ) (y — p b 2 )... (r — p6„), est 
premier a D. 

Les fonctions y = pu et z — f( u) — ^ 

relation p f -11 = 4y 3 — g 2 y — gw, sont liees par la relation 


^ A -r- B iV u , ■, , 

' —-it—, a cause de la 


(D- — A)- = BH$y~—g-. 2 y- 


i) 


Dz- — i\z 


A2—B 2 ( 4 r ! 


rr^y _ rr, ) 


D 


T. ct M. — III. 
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D'a pres ce que Ton vientde dire, cette relation est entierc; clle 
est dti second degre en 5, du n ih * e degre en y; enfin, le premier 
membre n’est pas divisible par un polynome qni conlienne y seu- 
lement. Cette conclusion subsisterait dans le cas ou la fonclion 
fiu} admettrait quelque pole on quelque zero qui serait nul. 

On observera encore que le premier membre de cette equation 
ne pent etre decompose en un produit de deux polynomes entiers 
en y. z. sauf dans le cas oh B serait identiquement nul, c’est- 
a-dire oil ^ serait une fonction paire. En effet, il n’est pas divisible 
par un pohnome nontenant y seulement; il n’est pas divisible par 
un polvnome du second degre en z, sans quoi le quotient serait 
un polvnome en y seulement; il resle a supposer 1’existence d’un 
dhiseur du premier degre en z; dans ce cas, les deux racines de 
1 'equation en z seraient rationnelles en y, ce qui n’est possible 
que si B 2 (4j 3 — g*y — gz) est un carre parfait; or cela n’a lieu 
que si B est identiquement mil. Ainsi, sauf dans le cas oil B est 
nul, le premier membre de 1’equation consideree n’est pas le pro¬ 
duit de deux polynomes entiers en y et z \ il en resulte en parti- 
culier que le discriminant de cette equation, consideree conline 
une equation en r, n’est pas identiquement nul et que cette equa¬ 
tion a ses n racines distinctes, sauf pour des valeurs parliculicrcs 
de z. en nombre limite. 

439 . Dans leur belle Theorie des fo net ions elliptiques , Briot 
et Bouquet sent alles plus loin dans la voie ouverte par Liouville 
et out etabli quelques nouveaux tlieoremes par mi lesqucls le sui- 
vant, qui est fondamental. 

Elitre deux fonctions doublement periodiqaes, admettcitil 
les deux per lodes 2to { , ao> 3 , il existe une relation algebrique. 

En effet, si Ton pose 

y ~ P ( u ! ^3), y' = p'O | o ) l3 io 3 ) 

et si Ton designe par r et t les deux fonctions de u considerees, 
on pourra les mettre sous la forme 

- - A ■+ , ju -i- m >y 


1 2 ) 
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en designant par A, B, D, -V , \»l>, D des polynomes en r. En eli- 

minaat y et y r entre ces relations et la relation 

(?) y 2 = 4y 3 — — <r 3 « 

on obtiendra une relation 
(Y) R(j.O = o, 

qui devra etre verifiee quel que soil u. 

440. Inversement, si Ton con side re tin systeme de valeurs en 
z, t qui verifient cette equation, il existera on svsteme de valeurs 
r,y qui verifieront ies trois equations (a), (3); d'ailieurs. a un 
systeme de valeurs y\ y’ qui verifient [’equation ( 1 3) ; correspond, 
dans le paralleiogramme des periodes, une valeur de u qui fait 
acquerir a p u : p' it les valeurs r, y \ par suite, tout svsteme de 
valeurs de t qui satisfont a Pequation (y) pent etre considere 
comme un systeme de valeurs des fonetions z : t cjui correspondent 
a une me me valeur de u. 

R(5, t) est un poly no me en z, t. II pent etre divisible par un 
polynome en dont les racines correspondent aux valeurs de u, 
qui annulent simultanement *_l> -f- why 1 et iO : il pent de meme etre 
divisible par un polynome en t. Supposons, d'une fa con gene- 
rale, que Ton ait 

t) = 's(z) 6(t) Cj\(z, t) Cj 2 (z, 

'f(z) et 6(t) designant respectivement des polynomes qui con- 
tiennent, Tun la variable ^ seulement, 1’autre seulement la va¬ 
riable t, et /), t) : . . designant des polynomes ir- 

reductibles contenant les deux variables z, t; en disant que ces 
polynomes sont irreductibles, nous entendons que Fun quel- 
conque d’entre eux n’est pas le produit de deux polynomes. 

Quand on regarde dans i’identite precedente ^ et ^ comme les 
fonetions donnees de u : le premier membre est identiquement 
nul; le second membre est un produit de facteurs dont chacun 
est une fonction analytique de u ; Fun de ces facte urs est done 
identiquement nul; en effet, le produit de deux fonetions analy¬ 
tique s dont aucune n’est identiquement nulle n’est pas lui-meme 
identiquement nul, comme on le voit de suite en se reportant a la 
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rede de la multiplication de deux series entieres. Or il est clair 
que les fonctions cp(^). A(f), regardees comme fonctions de u, ne 
peuvent pas etre identiquement nulies puisque, dans 1 c parallelo¬ 
gram me des periodes, elles ne s’annulent que pour un nombre fini 
de valeurs de it: c’est done un des polynomes Cj\ (z, t ) 9 ..., 

qui s'annule identiquement quand on y regarde z el t comme les 
fonctions donnees de u ; nous le designerons par Cj(z, t). 

Sous aliens montrer que tous les polynomes Q, (s, t), (j 2 (z, 0 ? ••• ? 
considers comme des fonctions de z, t, sont identlques a g(z, t). 
Considerons, en effet, un systeme de valeurs z 0 , t 0 qui annulent, 
par exemple, le poly no me §4(s, t); R(z 0 , t 0 ) est nul; done, d’a- 
pres ce que Ton a dit an debut, il existe une valeur it 0 de u qui 
fait acquerir les valeurs z 0 , t 0 atix fonctions z, t ; puisque la fonc- 
tion g(z< t) s’annule identiquement quand on y regarde z el t 
comme les fonctions donnees de u, il faut que (](z 0 , t 0 ) soit nul; 
ainsi, toutes les solutions de l’equation g i (z, t) = o verifient l’e- 
quation g(z, t) = o. Puisque les deux polynomes g { (z, t ), Q(z, t) 
sont irreductibles, il faut qu’iis soient identiques a un facteur 
constant pres. Le iiieme raisonnement s’appliquant aux polynomes 
5 *2(-s* f), • . • j il est clair que Ton pourra poser 

oil v est un nombre entier, et 1’equation Q{z, t) = o jouit des pro- 
prietes suivantes que nous rappelons : elle est irreductible; el le 
est verifiee pour tout systeme de valeurs des fonctions s, l qui 
correspondent a une me me valeur de u \ si Ton considere un sys- 
teme de valeurs ^ 0 , t Q qui la verifient, il existe une valeur u 0 de u 
qui fait acquerir les valeurs £ 0 , l 0 aux fonctions 5, t. 

ill. Designons par m, n les ordres respectifs des fonctions 
ioublement periodiques z, t. 

L'equation t) = o, consideree soit comme une equation 
:m soil comme une equation en l, n’a de racines egales que pour 
an nombre fini de valeurs de t, on un nombre fmi de valeurs de 5, 
puisqu’elle est irreductible. Considerons-la, par exemple, comme 
ine equation en t, en donnant a z une valeur z { , pour laquelle 
' t) = on’ait pas de racines egalesetqui, en outre, 

>oit distincte des valeurs que prend la fonction £ quand on y rem- 
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place u par Fune des valeurs qui annulent II vaura alors. dans 

le parallelogramme des periodes, m valeurs distinctesde u qui fe- 
ront acquerir a c- la valour z { : designons-les par u i: u 2: .... n m . 
et designons par t { , t. 2: .... t. n les valeurs correspondantes de t ; 
ces dernieres valeurs verifieroni Fequalion * tj = o; aucune 
an Ire valeur de t ne verifier a cette equation dont aucune racine 
n’est double et dont, par consequent, le degre en t sera exaeLe¬ 
nient egal ati nombre des quantiles t 2 , . . .. t m qui seront dis- 
tinctes. En particulier, si tomes ces quantiles sont egales, t sera 
one fonction rationnelle de z. Ln raison 11 erneiit analogue s\ip- 
plique an degre en z du polynome Cj(p, t\ 

442. Supposons, en particulier, que t soil la derivee z = 

de la fonction ^ : on voit tout d’abord quV/r a une relation al- 
gebrique entre une fonction doublernent periodique et sa de- 
ricee. Cette decilitre proposition, que Ton connaissait avant le 
theoreme general, est due a M. Meray. 

11 est aise de voir que cette relation 

= 0 

est, en z\ de degre m egal a Eordrc de la fonction Nous 111011 - 
trerons pour cela que, si deux valeurs incongrues de u font acque- 
rir a: la me me valeur, elles feront acquerir a z’ des valeurs di lie- 
rentes. Cela resulte, ainsi que Fa fait remarquer M. Weiers trass, 
de ce que les egalites 

dQ , cK f J d 2 C] let d 2 Q , d 2 (1 , /0 0 (1 _ 

dz ^ ' dz' °’ dz 2 ‘ ^ dzdz' ^ " ‘ c)z ’ 2 d.z r ~ 7 

determinent sans ambiguite les derivees successives z\ z f " 7 ... en 
fonction de m z r , pourvu toutefois que la derivee partielle ■— ne 

soil pas nulle. Si done deux valeurs u { , u 2 faisaient acquerir une 
meme valeur a la fonction z d : une part, a la fonction z ! de Fautre, 
elles feraient acquerir la meme valeur a z\ a z" r , — En designant 
pour un instant par /( u) la fonction q oa voit que les deux de- 
veloppements de Taylor des deux fonctions de A, /(4- h) et 
f(u 2 A), seraient identiques; par suite, puisqu’il s’agil de fonc- 
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lions analvtiques, ces deux fonclions seraient cgales pour tonic 
valeur de A, el. en remplacant A par u —on aurait done, pour 
toute valeur dew, w,) = /(w), ce qui exige que w 2 — u K 

soil une periode; en d’autres termes, que les points u 1 , u* soient 
eongruents, contrairement a P hypo these. 

L'equation z r > = o est done de la forme 

Z.,s'' w -{- .. - 4 - Z m = o, 

ou Z 0 , Z,, .... Zm sont des polynomes en s; le premier est une 
constanle, puisque, pour toute valeur finie des, la fonclion s'(dont 
les poles ne sont pas distincts de ceuxde s) a une valeur finie ; de 

plus, L m _i estidentiquementm.il; en effet -g 1 est, au signe pres, 

ia somme des inverses des valeurs de s' qui correspondent a une 
valeur donnee de s. Designons par u { , u m les valeurs 

de u qui correspondent a la valeur s; u { , ?/ 2 , . . Um pourront 
etre regardes comme des fonctions de s, et la regie de derivation 
relative aux fonctions inverses montre que Pon a 

™ _ diii t diu ^ du, n # 

Zijji d d-*j d -j 

puisque la somme u { -f- u 2 -j-. . . H- u m est constante, on voit que 
le polvnome 7 j m _ { doit etre identiquement nul ( J ). 

443. Le theoreme du n° 439 admet la reciproque suivante ( 2 ) : 

Si les deux fonctions doublement periodiques F (w), <]>(&), 
admettant respectivement les periodes 2toj, 2co 3 , 210' , 2to' a , so/?.£ 
//des par une relation algebrique, les qaatre periodes se re- 
duisentd deux, c est-d-dire qidelles sont des fonctions lineaires 
d coefficients entiers de deux periodes. 

Soil, en effet, 

( 2 ) R[FO), $(u)] — 0 

la relation algebrique entre F( u) et ®( u ); on en conclut, en po- 


( 2 ) Brioi et Bouquet, Fonctions doublement periodiques, i re edit., p. 90. 

(') Voyez Jordan, Cours d 3 Analyse a l 3 Ecole Poly technique, 2® edit., t. II, 

p. 3 ^ 4 . 




sant o ~ 2 uuq — 2voj ;J — 2/10^, on u. v. /? sont des entiers, qne 
Ton a 

fO R[Ft'f/), <£.V — o)] = o, 

com me on le voit immediatement en changeant d'abord. dans <V', 
w en -f- ce qui n T altere pas F \ u'), puis dans (u -f- 2 rt to,) 

settlement, u en u — 2u.lo\— svto'g, ce qui n’altere pas 

D’ailleurs, on a vu ( { ) que, si les trois nonibres 2co b aw’, 
ne sont pas des fonctions lineaires a coefficients entiers de deox 
nombres, on pent ciioisir les entiers m v, n de facon a rendre 0 
aussi petit qu’on le vent, en valeur absolue. II en resulte, puisqne 
R[F(z/), &(u — 0)] est developpable en serie entiere suivant les 
puissances de o, que cette quantile, regard ee coni me fonction de o, 
est identiquement nulle; si 1 ’on pose // — 2 = u\ Fegalite 

R[F (u), <!>(u \) = o 

sera verifiee, quels qne soient a et u', et, par consequent, quels 
que soient F(n) et $>(u r )] tons les coefficients do. polynome en 
F, <P qui figure au premier membre seraient mils. 


444 . Revenons au cas general et reprenons les notations du 
n° 439 ; si les deux polynomes B et il\> etaient identiquement mils, 
z et t seraient des fonctions rationnelles de y et Ton former ait 
sans peine Fequation enire z et t, en eliminant jr* Supposons que 
le polvnome B ne soil pas identiquement nul, on pourra proceder 
comnie il suit : 


De la premiere equation (a), on tire y f et, en portant dans l’e- 
quation ( [j), on trouve, comnie on Fa vu au n° 438 , 


(?) 


D^-aA; 


A 2 — B - ( 4 r 3 — #. 2 ' — F?,) 


= o; 


cette equation est entiere en <3 et y, du second degre en 3, du 
m ieme ^egre en r et elle est irreductible. Des deux equations (a) 
on tire, en eliminant y\ 

=AB — Ao!b-f- a )\>Dz 

/ f — _* 


(>) T. I, p. i4 7 -x48. 
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le second me mb re est nne fonction rationnelle en y . Si, entre les 
equations CC) et ('g) on elimine y, on formera une equation 

Q0 = o 

de degre m en t; les m racines de cette equation, quand on donnc 
a 3 one valeur particuliere, sont les m valeurs que prend la frac¬ 
tion, rationnelle en y, qui forme le second me mb re de I’equa¬ 
tion {'y'k lorsqidon y remplace jk par les m racines de Tequalion (£) 
envisages com me une equation en y. 

Ceci pose, supposons que l’equation (en /) Q(rq t) = o n’ad- 
mette de racines multiples que pour des valeurs parti culiercs de z, 
et so it u n une valeur de u qui fasse acquerir a la fonction ^ one va~ 
leur r t) distincte de ces valeurs particulieres; soienl t 0 , y Q les va¬ 
le urs des fonctions £, y pour u = u 0 . L’equalion Q(^ 0 ? l) = o ad- 
met la racine simple t = / 0 ; d’apres la theorie de reliminalion, 
les deux equations eny, (£) et ('/]), dans lesquellcs on rein place £ 
et t par^ 0 et £ 0 , n’admettent done qu’une racine commune, cl cette 
racine commune est necessairement y 0 ; cette racine commune 
unique s obtient par des operations rationnelles; ainsi y () s’ex- 
prime rationnellement en £ 0 , w 0 ; le raisonnement s’appiiquant a 
toutes les valeurs de u, sauf un nombre fini de valeurs exccption- 
nelles dans le pardlelogramme des periodes, on voil que y = pu 
est une fonction rationnelle de ^ et de t; il en est dc memo dc 


d ailleurs toute fonction doublement periodique s’exprime ration- 
nellement an mojen de y f ; done ( 1 ) : 

Si ^ et t sont deux fonctions doublement periodiques , ctux 
periodes 2 to,, 2to 3 , si z etant d* or dr e m, les m valeurs de t 
giii com espondent a une valeur don nee de z sont en general 
distinctes, toute fonction doublement periodique, aux periodes 
2u)| 5 2 0)3, s ex prime rationnellement a u moyen de z et t . 


(>) Cette proposition est contenue comme cas parliculier dans un theoreme 

. 6 ‘ ‘ eierstrass relatif aux fonctions sr fois periodiques de r variables (Crelle, 
t. 69 ; CEuvres, t. II, p. 182). 
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4io. Ce theoreme s'appliqne en particulier an cas oii t est la 
derivee cle ^ (n° 4 i 2 ). Ainsi, toute fonclion doublement perio- 
dique est line fonction rationnelle d'une fonclion doublement pe- 
riodique arbitraire, admellant les memes periodes, et de sa de¬ 
rivee. Cette derniere proposition, qui est une generalisation du 
theoreme de Liouville du n° 435, est due a Briot et Bouquet. 

Si F( u ) est une fonclion doublement periodique a periodes 
nco 3 , il en sera de iiieine de la fonclion F ui — r') regardee 
comme une fonction de u ; la fonction F(z*4- p) est done une fonc¬ 
tion rationnelle de F \ u), F f (u); il est a pen pres evident que les 
coefficients de cetle equation sont des fonctions rationnelles de 
F(r), F'(p), dont les coefficients ne dependent ni de u ni de c. 
Au reste, ii ne subsistera aucun doute dans Besprit du lecteur s'il 
re marque que F (u-t-v) peut s’exprimer rationnellement au moyen 
de p (u 4- c), p f (u 4- v) par exemple; que, en veriti des formules 
d’addi tion (\ II 3 ), ces quantiles s’expriment rationnellement an 
moyen de pu, pc, p' u, p'c, et qu'enfin p u : p l u s'expriment 
rationnellement en fonction de F(w), F\u): Landis que pc, pA 
s’expriment rationnellement en fonction de F (c), F'(c), d'apres 
le theoreme precedent. Ainsi F(«4r) s'exp rime rationnelle- 
ment a u moyen de F( u) , F(r), F'( u V F f (c). 

En prenant la derivee de cette fonction rationnelle par rapport 
a u et en tenant compte de ce que la fonction doublement perio¬ 
dique F u (u) s’exprime elle-meme rationnellement an moyen de 
F (zz), F r (u), on deduit du theoreme precedent que la fonction 
F'(zz 4- r) est elle aussi une fonction rationnelle de F (zz), F ! (u), 
F (c), F 7 (c). Il en est de me me des derivees de tons les ordres de 
la fonction F(u 4- p). Les memes resullats s’appliquent d’ailleurs 
a la fonction F (u 4- c4-c), ou c designe une constante quelconque, 
puisque F(zz4- c4- c) est une fonction rationnelle de F (u 4- (-’) et 
de F(m + p). 

446 . Si x = F(u) est du second ordre, sa derivee F 1 (u) est 
egale (n° 433) ala racine carree d’un polynome f(x) du troisieme 
on du quatrieme degre; si Ton pose en outre j/- = F(c), s = F(w), 
on en conclut que, si u, p, (v sont liees par la relation 


u -f- v -f- w = c, 
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oii c est line constante quelconque, z et \jf (z) s’exprimenl ra- 
tionnellement en fonction de x, \Jj {x), jr? C’est encore 

on cas particulier du celebre theoreme d’Abel ( 1 ); il se reduit, 
pour 11 = o, a une proposition due a Euler, sur laquelle nous 
reviendrons au Cliapitre IX, proposition qui a etc le point de de¬ 
part des principaux travaux des Geometres qui ont fonde la tlieorie 
des fonctions elliptiques. 

447. Ptevenons an cas general oil F (u) est d’ordre quelconque. 
Co mine F'Q/), F'(r) sont lies a F (u), F(r) par des relations 

algebriques 

ij[F(u h F\u)]=,o, £[F(*0, F'((0] = o, 

on cone!ut, du theoreme demontre au n° 445, qu’il j a une rela¬ 
tion algebrique 

H[F(zt + p), F (u), F(p)] =0 

entre F G/ — r), F (w), F (e), do at les coefficients ne dependent 

pas de 11 et de r. 

Quand une fonction F(w)jouit de cette propriele, on dit qu’elle 
a mi theoreme algebrique d’addition. Toute fonction doublement 
periodique F (ji) a done un theoreme algebrique d’addilion. 

Quand une fonction F(u) jouit de la propriele que F(« + 0 
est une fonction rationnelle de FQQ, F(e), F'(«), F'(p), on dit 
qiPelle admet un theoreme algebrique d’addition univoque. Toute 
fonction doublement periodique F(u) admet done un theoreme 
algebrique d’addition unicoque . 

448. II convient de rapprocher des theoremes que nous venons 
d etablir dautres theoremes qui peuvent etre regardes comme 
leurs reciproques. La demonstration de ces theoremes repose stir 
des propositions de la tlieorie des fonctions que nous avons voulu 
eviter. Ce sont eux qui servent de point de depart a Fexposilion 
magistrale de la tlieorie des fonctions elliptiques que M. Weicr- 
strass a donnee dans ses Cours a FUniversite de Berlin ( 2 ). 

La fonction analytique la plus generate, ayant un theoreme 


( ! ) CEuvres, t. I t p. i 45 (nouvelle edition 1881). 
O Schwarz, Formules, etc., n os 1 3 2. 
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d’addition univoque, ne pent etre qu'une fonction anal vtlque uni- 
voque se comportant aux environs de tout point fini com me une 
fonction rationnelle : elle ne pent avoir, dans une region finie 
quelconque du plan, qii’im no mb re fini de poles; elle ne pent 
prendre, dans cette region finie quelconque da plan, qu’un nom- 
bre fini de fois une valeur delerminee arbitrairement fix»'e. On en 
conclut qu’elle ne pent etre qu’une fonction rationnelle, on une 
serie entiere, ou le quotient de deux series entieres. On demontre 
d’ailleurs que, dans ces deux derniers cas, elle est necessairement 
periodique: mais ies fonctions univoques period iques ne pen vent 
etre, comme nous Pavons niontre (n° 83), que simplement ou dou- 
blement periodiques. 

Les fonctions doublement periodiques ont Louies un theoreme 
algebrique univoque d’addition. Pielativement aux fonctions sim¬ 
plement periodiques ay ant un tlieoreme algebrique univoque d’ad¬ 
dition, on demon tre qu’eiles sont des fonctions rationnelles de 

U7Ci 

e 10 , ou 10 est une constant©; d’ailleurs, Ies fonctions rationnelles 
de u ont evidemment un theoreme algebrique univoque d’addi¬ 
tion. Ainsi, les fonctions analytiques de u, ayant un theoreme al¬ 
gebrique univoque d’addition, sont les fonctions rationnelles de 

u 7Z i 

les fonctions rationnelles de e et les fonctions doublement pe¬ 
riodiques, lesquelles sont des fonctions rationnelles de pu et de 
p f u construites au moyen de peri odes convenablement clioisies. 

Plus generalement, on demontre que toute fonction analytique 
qui admet un tlieoreme algebrique d’addition, dans le sens qui 
a ete explique plus haul, est une fonction algebrique de u, ou une 

uni 

fonction algebrique de e 03 , ou encore une fonction algebrique de 
la fonction pa eonstruite an moyen de periodes convenables 2co,, 
2 ( 0 3 . 
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ADDITION ET MULTIPLICATION. 


i. — Theorernes d’addition pour la fonction p it. 


-419. Nous avons rencontre, a plusieurs reprises, les fo 
relatives a Yaddition de Fargument dans les fonctions d 
irient periodiques. Nous allons maintenant nous occupe 
specialement de cette question. 

Rappelons d'abord les formules (VII 3 ) etablies a nouv< 
n° 396, et d ? oti Pon deduit immediatement les relations 


» C1111 ! 


Z i it — a ) — u — a) — 2 hi — 


P u 


P u —pa 


Z( u — a) — tin — a) — 2‘Z a — 


■ p a 


p u — p a 


'"CUD » 


' N x p ' 2 u — p" it (p u — p a 

\ ? «-ra) + PK u-a)-*pu= l - 


py ii -T- a) — p(u — a) — 


■ p u p a 


(;pit —pay 2 J 

; ' P U ap u •>. pu — pa 


I CIII.'. < r “ ‘ v “ •" pu 

I =[p, tf - a ,-palE£^£if + ^ 

l P« ap a 


La quantite 


pi -„^ a -,^p( a _^ = a P Brp»-pa)« + p'»»-p^( pa . 


est svmetrique par rapport a u et a, et c’est une fonction 
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de a et de a\ le second membre doit pouvoir se me tire sous one 
forme qui mette ces proprietes en evidence*, en exp rim ant tout 
en fonclion entiere de p n, developpant et rednisant, on irouve, 
poor le numerateur du second membre, 


‘ipapi u H- 2 p 2 apu — i g. 2 p u — \ g. 2 p a — ; 

on a done 


p(tt + fl)-rp(tt - a) : 


f,pw-r pa) (‘ipa p u ■ 


ipu — paf 


Cette equation, avec la seconde des equations (CIIL), conduit 

immediatement an resultat suivant : 


(CHIi) p (n + n \ - : P a) [ 2 .P 11 .P a — j Vi ) — *8 -i- ,P' « .P'" 

2 (p u — p ct y 1 

Le lecteur e tab lira sans peine, au rnoven de ces formtiles, les 
relations ( 1 ) 


1 (5) p(u±:a) + pu-hpa = 

(6) p(u~^-a)p{u — a) = - 

puis la relation 


i ( p' u + p' a y 

i \pu—pa J 

pupa + ~)V^j(pK4*pfl) 
— pa/ 2 


p ( -r- a ) — 


2 papa- 


?)■ 


•2^ 3 (PZ‘-+-Pff) 


(p«-+-p«j( 2 pztpa — — ft + p' z« p'ct’ 

qui, pour zz = a, donne 


(p 2 zz-f-2-:) -h 2 ,§- 3 pzz 

(CHI:) P(a«)= - prr, - 

Ain si p u est une fonction rationnelle de p (^j ? done aussi de 

ja(^) ou m est un entier positif quelconque; e’est la un cas 
particular d’un theoreme que nous etablirons dans le paragraphe 


( 1 ) Voir Schwarz, Formules et propositions pour Vemploi des fonctions 
elliptiques, trad action de M. Pade; article 1*2- — C’est a cette edition franc case 
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I. — Tlieoremes d’addition pour la fonction p u. 


449. Nous avons rencontre, a plusieurs reprises, les foramies 
relatives a Vaddition de Fargument dans les fonclions double¬ 
men t periodiques. Nous aliens main tenant nous occuper plus 

specialement de cette question. 

Rappelons d'abord les formules (VII 3 ) etabiies a nouveau au 
n° 398, et d'oii Foil deduit immediatement les relations 


J CHI; 1 


ANIL I 


| Kit -r- a ) — U u — a) — 2 tu = — — —— , 
1 " ' ' pu — pa 

I n — a) — t(u — a) — 2 1 a = P a * 
| p:n~ra)-±-p(zc — a) — 2 pu: 


pu — pa 

p ' 2 it — p"u (p u — pa) 
(pu — pa)* 

I , , . — p’ up’ a 

I p, ll + a) -.p{ u _ a ' )=z —J- i — . 

(pu — pa )* 9 


«CIII 3 > < 


i [ p(u +a)-pu]£2^+ = 

' P u zpdc 2 pn -pa 


I =[ P ,„ + + 

' Pa a 

La quantite 

p(u-r-a) — p(u — a)= 2pU (pu-~paY 2 ~P- p'* u — p" u (pit — p g ) 

{pu—pa)* 


est symetrique par rapport a u et a, et e’est une fonction paire 
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tie a et Je a; le second me mb re doit pouvoir se mettre sous one 
forme qui mette ces proprietes en evidence i en exp rim ant tout 
en fooction entiere de jo n, developpant et redinsantj on trouvc, 
pour le numerateur do second membre, 

2p a p 2 u -f- ip 2 a p u — { p. 2 p u — \g 2 pa — ; 

on a done 

_ / , , . ( p u -4- p a) (2 p a p u — t £■*) — e* 

p(u-T-a)~p (ii — a) = -- —i -Ldi_^. 

{pit —pap 

Cette equation, avec la seconde des equations (OIL), conduit 

immediatement an res til tat suivant : 


(Ciiij) r ( - LPA±-P?l ( 2 P“P« —= P'u v'« 

■2 (pit — p a )- 

Le lecteur e tab lira sans peine, au moyen de ces formules, ies 
relations ( 1 ) 


(Giii) 


(5) p(!t±a)H-pKH-p<2 = \ p 

4 \pu —pa 


v P“P«-+V) (pu — pa) 

(6) p(« -T- a)p(u — a)= -—- ; - 

— P a )- 


puis la relation 

a (pupa -+• &) -ha ssipu-hpa) 

P(ll -h a) = -----;---;-r- , 

(pa + pffiJ(aj)Kpa-i^j)-^ T p'ap'a 


cjui, pour u = a, donne 


(GIII,) 


P(2«)= 


(p- K-h^)'-ha^ 3 p;i 


p-u 


Ainsi p a est une fonction rationnelle de p (^-j , done aussi de 

p ( ”7 ) ou m est un entier positif quelconque; e’est la un cas 
particulier d’un tbeoreme que nous etablirons dans le paragraphe 


( 1 ) Voir Schwarz, Formules et propositions pour Vemploi des fonetions 
elliptiques, traduction de M. Fade; article 1‘2. — G’est a cette edition franraise 
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suivant. En faisant u — a dans la fornnxle (CIII 5 ), on a immedia- 
tement cette seconde expression de p(a w), 

[ p"~u 

(COI: I p(2U) -r-apK = - 


450. Si Ton pose, pour abreger, 

:r — pt u — a 1, r = p 11. 

on pent ecrire les relations (CITI3), (CHI 3 ) ? (VII 3 ), 


1 p u — p a 

2 3 


(x — pa)(y — pa) = - p ,r a — zp f ci, 
*•— V = - 2 — pa, {x— yf- = (^) ; 


en eliminant x ct r entre ces trois relations, on a 


fdz 


du 


6z-pa ~ 4 -3 p'a - 4 - 9 p 2 a — ap"a. 


Nous savionsdeja,parle theoremede Liouville(ii°433), queloute 
fonction^ doublement periodique do second ordre de la variable u 

\ erifie uae equation differentielle de la forme = / (s), 011 

f\z) est un polynome du troisieme 011 du quatrieme degre en z ; 
nous connaissons main ten ant la forme parti cube re de ce polv- 


noine pour la function 
utile plus loin. 


1 p ; u — p'a 

2 pu — pa 


cette forme nous sera 


451. Considerons la fonction de u 

; t pu p f u 

A« 0 =; f pa p'a , 

•! 5 P b P'b 

oil a el b sent des constantes. II est clair que f(ti) est une fonc¬ 

tion doublement periodique du troisieme degre et que o est un 
pole triple, sauf dans le cas oil le coefficient de p 1 u s’annule, 
e’est-a-dire sauf dans le cas 011 Ton a 

(modd. 2 u) 1; 2 co 3 ); 
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ex cl no ns ce cas pour 1c moment; la sonime cles zeros dans le pa- 
rallelogramme des peri odes doit etre congrue a la so mine des 
poles, c’est-a-dire a o: puisque a et h sont des zeros distincts, il 
faut que le troisieme zero soil — a — b\ on en conclut Pegalite 
imp or tan te 

| r p{a-~ b) — p'(a — b ) \ 

(GIII S ) ! i pet p'ci j — 0 , 

I 1 pb p'b j 

on, si Ton vent, le tlieoreme equivalent: la congruence 


entraine Pegalite 


i pa p'a 
f p b p'b 

I > ,p c p'f 


(modd. ow., 2 oj 3 ) 


Cette egalite subsiste evidemment si 1’on a b = c] elle n'a plus 
de sens si 1’on suppose b = — c, puisqu’il faudrait alors qu’on eut 
a = o, en vertu de la congruence supposee. 


452. Observons encore que, d’apres le n° 391, on pent ecrire, 
en conservant a f(u) la signification du precedent numero, 

g( if __ a ) j f _ b ) 3( u — a - 1 - b ) 

/!“) = c --’ 

pourvu qu’on n’ait pas a = ±b] on determinera la constante C 
en egalant les coefficients de ^ dans les deux membres develop- 
pes suivant les puissances ascendanles de u, savoir : 

, , . 3(a b ) 3(a — h) 

- *(p<>-p a ) = - a - &r=?b — 

pour le premier, et 

Ca’afbZia-rb) 

pour le second; on en conclut la valeur de C et la relation 

•> (a — b) 3 (it — a) 3(u — b ') 3 (u ~ a -r- b ) 
a 3" 3 b it 


pu 

P u 

P a 

P a 

pb 

P'b 
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II est Lien aise de verifier que cette identite subsisle dans 1c cas, 
qae noire demonstration exclot, oil a serait congrn a b, moclulis 
o co,, 2 co : >. Si, dans cette identite, on suppose a = to,, b = to 3 , en 
se rappelant que Ton a (\IL) 


pw. — poJi = 


— S*(tOi —• IO3) S' ^2 
C ^ 2 033 


il vient 


CT' I ZZ — W [ ) O'(u — Wo ) If - ^3 ) 

a 1 Wi j to2 s' 0J3 c 13 24 


(Test de cette egalite qifon a deduit, an n° 
rentieile a laquelle salisfait la fonction pa. 


453. Si Ton a 
fe determinant 


a -r- b — 

Ci 

111 

O 

[ 1 ? a 

V a j 

■ 

P’b j 

. 1 pc 

P'c ' 


98, fequation diffe- 


(modd. 2to h aco 3 ), 


est mil; si done on exclut le cas oil i’on a 11 rail pa ~ p b = pc, il 
existe deux nombres (*) A, p, tels que l’on ait 

I p' a — \pa-~~ ijl , 
p' b = lpb ~ ti, 

P'C = 1 P C -r-’J.. 

D*ailleurs les couples de quantiles p ! a, pci] p’b, pb] pc, pc, 
mis respectivement a la place de X', X dans l’egalite 

X'- = 4 X 3 — ^ 2 X — g z , 

verifient cette egalite. Les quantiles pa, pb, pc verifienl ainsi 
fequation 

(AX -r- ( a) 2 = 4X 3 - ^2 X — g z ; 

si done, comrne nous le supposerons dans la suite, deux de ces 
quantiles ne sont pas egales, on aura identiquement 

4X 3 — a-X 2 — (^ 2 - 4 - 2 A;a)X -(^, 3 + jj. 2 ) — 4(X — pa)(X — pb)(X — pc), 


( J ) I oiF Halphex, Theorie cles Fonctions elliptiques , t. I, p. 3 0 . 
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c’esl-a-dire 

( pa — pb -r-pc = f A 2 , 

(fJ) ^ pbpc-±-pcpa-i-papb = — \ (g,— 2 ).;j. u 

( papbpc ;j . 2 ). 

Eo re mp l a cant dans ces egalites a el a par leurs valeurs tiroes 
des equations (a) qui doanent 


(CIII 9 ) 


p’b — p'c _ ]V c — p'a _ p r a — p'b 

L - b — p c “ p C —pa ~~ pa pb 

p b p'c — pc p 1 b _ p cp/q — p a p’ c _ pa p’b — pbpa 

pb—pc ~ pc —pa ~ pa — pb 


on obtient line serie d'identites qui Louies seront des consequences 
de la congruence 

a b -p c == o (model. 2on* 2ws a 

et parmi lesquelles figarenl en premiere ligne cclles-ci 

1 f p' b — p' c \ 2 - 1 f p' c — p' a '\'- 1 ( p' a ~~ p 7j V 

•pc 


pa ^p b ^pc=-^ 


4 V pc—pa ) 4 { pa — pb 


qui equivalent evidemraent a Pegalite (GUIs), dans laquelle on a 
pris les signes superieurs. 

On a suppose que deux des quantiles pa, p6, pc n etaient pas 
egales. En tenant compte de la continuite, on voit de suite que si 
Ton suppose deux de ces quantiles, mais non trois, egaies, cedes 
de ces egalites oil ne figure pas un denoniinateur nul devront sub¬ 


sister. 


Si Ton elimine 1 et p entre les trois equations (|3), on parvient 
Pegalite 


(Gtiiio) 


( ^p6pc4-pcpa-pp«p&-i-- 
I = (jpapb pc — g- 3 )(pa + pb pc), 


qui est encore line consequence 

a -P b -p c = o 

ct mime des diverses congruences 

a ± b d= c == o, 

T. et M. — HI- 


de la congruence 


(rnodd. 2Wi, 20)3), 
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puEqne les deux membres ne cliangent pas quand on j change b 
on c en —- b ou — c. 

.m. Xous nous eontenterons de citer les relations suivanles, 
que le lecleur etablira sans peine en se reportant an type le plus 
general, d'nne fonction doublement periodique donne an n° 391 
et anx fornniles (CIIIi 0 ) ; (VII,), relations qui out lien quels que 
soient a* />, e, 

* i papb pc — ,?pupa + pb-hpc) 

— ( p b pc — p c p a -r- p a p b -f- ~ ^ 

j" f (i ~t~ b ~t~ c ) "j i a —i b — c) 3 {(i — 5 + c)j(— a -h b -+- c) 

, ^ b 3'' c 

J _ -q)&- i pc)2[pa- i p(& -4-c)] [ pa —p(b — c)\ 

I - ( p c — pcf p[pb p(c -h a)] [pb — p(c — a )] 

— - — ,p by 1 [pc — ])(a -h b ) J [pc — p (a — b)\. 

Signalons aussi I'egalile 

p'u — p b p'c — p'd t p’(a~\~b) — p'(c-hd) 
pa — pb ‘ pc — pci "H” p( a-h b) — p(c h- clj 
p'a — p ! c i p’b — p'd p'(ac) — p'(b d) 
pa —pc ' pb — pd ' p^ a -{-c) — p(b-\-d) ’ 

qui a lieu quels que soient a , b, c, cL Eile se deduit im media Le¬ 
nient de bidentite que Ton obiient en remplacant cliaque fraction 
par la difference des fonctioms s a laquellc eile esl egale, d’apres la 
premiere des formules (VII 3 ). 

ioo. Xous aliens (‘) main tenant etablir le theoremc general 
dont les egalites (CUE,), (CIII 8 ) sont des cas particuliers. 

Si I'on pose 




I P «o 

P'u 0 • 

•. P ln ‘ 

" u u 0 

/o t n 0 , a .. 

■ * 5 Un ) = 

1 P"l 

p'u { .. 


_1) U[ 



I P Ihi 

jb Uti ■ . 

■ • p<«- 



et si I on regarde cette fonction comme une fonction de ^ 0j eile 


.CIII, 2 1 



0) Voir Kiepert, Journal cle Crelle, t. 76, p. 21. 
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n’admettra dans le parallelogramme des pcriodes rjifun soul pule, 
le point o, etce pole sera d’ordre n — i ; ce sera done one foac¬ 
tion doublement periodiqae, d’ordre n -4- i , si toutefois, coniine 
noos le supposerons d’abord, le coefficient de que V on 

pent representer par (— i) n fi{u n u n ) : n’esl pas mil : 

J\ u 2 , . . ., u n ) est un determinant de memo nature que 

Ce determinant f Q) regarde com me une fonction de u 0: a un pule 
unique dans le parallelogramme des peri odes : ce pole est congru 

a zero; le coefficient de - r Jrl ? dans le developpement suivanl les 
puissances ascenclantes de « 0 , est 

(—* i) n u 2 . U n ): 

, u 2 , ..., n tl sont n zeros in con gr us de / 0 , le in -f-i f vn:€ zero est 
done —( u\ — u 2 -r*».« “t~ u n )> en supposant que cette quantile m* 
soil pas nude : par suite (n° 391), on pent ecrire 

— Hi)) Un— //„i lf„ — ?/j—— u n 

C 0 ne dependant pas de u 0 ; on trouve la valeur de ?/ 0 en egalanl 
les coefficients de —^ dans les cleveloppements des deux mem- 

11 o 

bres, suivanl les puissances ascendantes de u 0 *, on oblient ainsi : 
_ , 3(U\ — — Mob — lO S'U/n— Hi . . — U n ] • . 

° tl ' j tt+1 H 0 j Hi j iU . . . ^ ^ Uli + t . . . t «,j j " 1 ' 


en traitant le determinant /, de la meme facon que / 0 . en conti¬ 
nuant toujours de la meme facon et en observant que Ton a 


__ | i .p(zoi-i) 
J n— i — ! , x 

| I P( Un) 


t(u n - 


-l) ^ Un-\) 


>-Un- 1 


on oblient une suite d’egalites qui, multipliees membre a me mb re. 
donnent 


(Cni 13 ) /o = (-i)"i! 


■ Oo4- Ui-T-.. .-h u n ) J*J J'f u % — 


u 3 I 


5’ Un ~ 1 Uq U i . . • j '** 1 Un 


oil le produit est etendu a tous les systemes de nombres (a, t 3) 
formes par chacune des combinaisons des nombres o, i, a, ..n 
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pris deux a deux, dans Iesquelles le premier nombrc est toujours 
superieur an second. A la verile, cetle demonstration suppose 
qu'aucune des sonimes u 2 -K ••'+* Urn ^2 + ^3 H- •• •+ ..., 

u n n’est congrue a zero modahs 203,, 2co 3 ; mais ia 
consideration do la eonlinuite montre que la formulc doit sub- 
sister. pourvu qu’aucim des n ombres u Ql lit, u 2 , • • ., Un ne soit 
congTii a zero. 


II. — Multiplication pour la fonction pu. 

•ISO. La formule precedente petit se transformer en snpposant 
que quelques-imes des quantiles u 0 ^ u K , .. ., u n tendent vers tine 
memo It mite ; nous supposerons par exetuple qti’on y fassc 

— u. iii = u h. ..., u n =• a -h nh 

et que h tende vers zero. 

Observons d'abord que si Ton considere un determinant dans 
lequel les elements d’une colonne sont <z 0 , a K , . . ., a /n on pent 
remplacer ces elements par les differences 

ClQ, 

(l l— <2y. 

a2 — ‘2ai -f- a 0 , 


n n (a — i) 

( hi p @n-l -0- p—j rt/i—:i — • • • ~r- (— I ) n Ct 0 , 

pourvu qu : on fasse la meme chose sur les autres colonnes; si Ton 
effectue cette transformation sur le determinant/,, el si l’on re- 
marque que 1’expression 

r (« — n!l > — y = [i; -+- (n — 1) A] 
n (n — 1) 

-- - q w —{— (n 2) h] H-. .. -f- (— 1 <p ( m ), 

developpee suivant les puissances entieres de h, fournit commc 
premier terme on voit de suite que le premier terme du 

developpement, suivant les puissances de A, de 

fa( u , u n- k, u-h 2h, ..., u nh), 
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sera le produit de /r M + 1 par le determinant 

p' u p" li ... p02) u 

p = p" a P” U ••• 

p (/zJ U pOz+l) w ... pt2«-l) w 

D’un autre cote, le second membre de l’egalite (CIII 13 ), si Ton 
ne tient pas comptc du facteur numeriqne qni est en avant, se re¬ 
el nit a 

3\(n ~i~ i)«1 <f n (h) ^- 1 (a/Qs , ”-3(3A)... 3*[(n — i )/i] 3 (nh) 

ZZ ( ZZ -r* /z) ( li 2 /* ) . . . ( li -H Till) 7 

et si Ton remarque que la limite, pour h = o, de 


(f t ) gn-l ( 2 /z ) .. . O' ( /l/? ) 


/? («-+-D 
/A 2 


1,1 (k) c' n ~ 1 (‘ih) nh ) 
h ,L (‘2 ky i ~ l nh 


est evidemment egale a i ! 2 ! on voit que, en egalant dans 

les deux membres les coefficients de la plus basse puissance de h , 

on obtient 1’express!on de ^ ; apres avoir change n en 

n — i, nous ecr irons le resultat sous la forme suivante : Posant 


(CIV,) 

V»(u) = 

0 ( nn) 


on a 






p’lC p'lL 

. p'n-Vu 

(CIV 2 ) W n (u) = 

[l! 2!. . .( 71— 1)1]- 

p ,r u p' ,f u .. 

. . U 



ptn) u .. 

p!2«-3) z 


457. Cette formule merite de nous arreter quelques instants. 

D’apres sa definition, et les proprietes elementaires de la fonc- 
tion o', 1c premier membre est une fonction doublement perio- 
clique, d’ordre n 2 —i, admettant o comme pole multiple de cet 
ordre; elle est done, suivant que n est impair on pair (n° 436), 
de I’une on de 1’autre des deux formes A, Bp f a, en posant 

A = a 0 JK 2v2_f ' 2v 4- J 2v2_t ~ 2v ” 1 -r-. . .-T- a2v a +2v 

B = & 0 JK 2v2 ~ 2 -+- biyW—s H-...+ ^>2v=-2 


(n = 2 v -+- i), 
(n = 2 v); 
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r est mis a la place de p u , et ct Q , a { , ^ • 1 ^v 2 -:»> 

>onl des coefficients numeriques quel on pent determiner en dese- 
loppant les expressions precedentes suivant les puissances ascen- 
dantes de u et en identifiant avec les developpeiucnls analogues 

n -, pr " iIUi l et nour- ^* On troave ainsi aisemeiH 

A„ — /*, A i = o; I 3 0 = — - » “ °* 

Dans tons les cas, est un poljnome cn y donl Ic premier 

forme est n-r"'" 1 • 


458. Lroposons-nous de former aulrement les polynoincs A el !>. 
Les zeros de '!’„(«) sont simples et s’obtiennent cn donnunt a clia- 
eun des nombres p et q, dans la formale 


•> p w i -- ‘A q ( 0 3 
n 




a vaieurs entieres quelconques Lelies que la difference de deux 
d'entre elles ne soil pas divisible par /i, et en excluanl Loutefois 
la combinaison pour iaquelic les deux nombres />, q seraienl tons 
deux divisibles par n. Si Ton pose, comrac an n" 37^, 




!e prod oil 


/ 2DO)i -+- 2 <7 w 3 \ 

- ( u ----—-— I *PJh±}± 

— : - e » 

‘ip O)] -r- A q (O3 

n 

ip.q) 


oil p. q prennent les svstemes de vaieurs qu’on vient de dire, ad- 
met les memes zeros et les mernes poles : c’esl une fonclion dou- 
blement periodique, com me il resulte Ires aisement des 1‘or- 

miiles t'XILb el. comme dans ce produit le coefficient de —— est 
j a tl ~~ 1 

i)" 5 " 1 = (— tandis que dans W n (i() il est egal a /?, si est 

clair qifion a, dans tons les eas, 


(-ia-i'f, ,(«)=« 

77 <n 
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cn ecrivant, cornme nous le ferons dans la suite. z \ p q a la place 
de (zz). 

Si 11 est de la forme 27 -f- 1 . on pourra prendre pour/;, q le> 
valeurs — v, — v -j- i. ..., — i, o, i, ..., v — i, v, en excluanl 
la combinaison p = o, q = o. On est amene a grouper dans le 
prodnit les facteurs tels que dans Fun les indices soient les meme< 
que dans Fautre, changes de signe, de maniere a pouvoir utiliser 
la formule (Vllj). Cc produil s’obtiendra. d'une part, en groupant 
les termes pour lesqueis p est nub ce qui donne 

V V 

J| = J| (pu — pa 0i</ 1 : 

7 = 1 7=1 

d 1 autre part, en prenant deux lignes de facteurs pour lesqueis p 
ait des valeurs egales et de signes contraires. ce qui donne 

V V 

J"J ^p,q ^~p,~q = J £ (p U — P «/»,</•• 

7=-v q=-v 

et en donnant en suite les valeurs i, a, . . ., v a p. En resume, la 
fonclion W 2v+1 (z/) est representee par la fonction enliere en pa 
de degre v -f- [v( 2 V -+- i)] = n - - que voici 


( i—' j r-'-> 7=-*- v 

(GIVs) W 2v+1 (w)= (2V-+-I) (pu — pa^q) J"J (,p« — P«p.cji. 

q - 1 p = i q = -'> 

Quand n est pair, on pent, en posant n = 2v, donner a />, q les 
valeurs — v + i, — i , o, -}- i, ..., v — i, v, en excluant tou- 
jours la combinaison (o,o). On group era exactement de la raeme 
facon les facteurs pour lesqueis aucun indice n’est egal a v, et ce 
groupement fournira v — i -j- (v — i) (nv — i) = nv (v — n fac¬ 
teurs du premier degre en pa. II restera a efFecluer le produi t 


Mais 


cJhvjV ^OjV “ Fv,0 gF— y; 5 v | | day, q "by, — q• 

v —i 7=1 


c , [ \ dv?0 = cbv,v— b2U5 cho,v— ? 30 : 

et, par suite (XI 3 ), 

cby,y ^bo,v aby^o ” —2p U\ 
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-V;,.v--l=-p,V = A/^v-W.-V = P U - P(“3 + 
cV v , ? Av,- ? = P U - P (“I + «0, 7 ), 

H Ton voit fmalenient que. lorsque /) est egal a 2 v, on a 
, CIV;) x v„(u) = p'u.B, 

oil B est la fonction entiere en pti de clegre [2 v(v • i)] 4- 2 v 2 

oa --- que void* 

.-V-1 (j-'i — 1 p = 'i — l 7--+IV-I) 

4V IT [p u — p(w 3 -~« /v ,)] TT [p« — p(wiH-a 0/y )J I ( n ( ‘ P Ll ~V ff P 

7 = i /> = * 7 = 

On reconnait aussi aisementque l’on a toujours, que n soil pair 
(iu impair, 

,civ 3 ) = a 2 J| } (p u - 

( />, q ) 

en supposant (pie p, q parcourent separement on systeme dc n va- 
Jeurs entieres, teliesque la difference de deux quelconqucs d’entre 
elles ne soil pas divisible par /?, en excluant la combinaison ou les 
deux valeurs de p, q seraient divisibles par n. 

159. Iffexpression (CIV 2 ) de W„ ( u) n’est pas commode pour 
obtenir explicitement les fonctions entieres A et B de pit, Mais il 
est aise de trouver une relation recurrente qui permette de calculer 
de proclie en proebe ces expressions. 

Si. dans l’equalion (YIL), on remplace respectivcment cp b , 
d u par a u. ® qa. ou , ou a, [3, y, o sont des nombres en tiers, 
puis que Ton divise par une puissance de du dont Fexposant soit 

j'3 _L_ --VP { 3 — Y) 2 -h (a -f- o) 2 ^- (y. — o) 2 = 2 (a‘--h j3 2 -+- y 2 -+- o 2 ), 

il vient 

^ r+a ir v _ a ^ + 8 ^_ B -i- ^«+pw a -. p ^ Y+ 8 xF r _ s = o; 

de cette formule, on peut en deduire plusieurs autres propres an 
ealcul de nos polynomes. Si, pour un entier negatif on mil quel- 




puisque, com me on le verifie aisement, on a 

W Q = o, T 1 = i; 

en prenant m = n -j- i, on a done 

w 2n ^ = ; 

de meme, en changeant m en n -j- i et n en n — i, on trouve 

W, n W 2 = (Wn+'.'n-t - ^n-^f t+l ) x V a . 

Ces diverses formuies permeltent de calculer les polynomes W n 
([□and l’indice est soperieur a 4, an moyen des polynomes d'in- 
dices inferieurs ; XP\> est egal a — p f a, et W A se calculeront di- 
rectement an moyen de la formule (CIV 2 ), en tenant compte des 
expressions (XCVII) des cinq premieres derivees de pu en fonc- 
tion des puissances de pu. 

On tr oaver a, dans le Traite des Forte do ns elliptic/ties d’Hal- 
phen, des procedes interessants qui permettent d’abreger be an coup 
ces calculs. 


460. 11 est maintenant bien aise d’obtenir p(nu) an moyen de 
la fonction En effet, la relation 


P(nu) — pu = — 


J f ( n -i- i ) u. ] 3 [ (n — i) u ] 
3-(u) 


donne immediatement 


(GIVc) 


p(nu) — pu = — 


( it) i (u) 

x n(u) 


et Fon a ? par consequent, p(nu) en fonction rationnelle de p u 
pour tout entier positif n. 
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III. — TJieoremes d’addition pour les fonctions £, sn, cn, chi. 

IG 1. Nous avons donnt aux n os 405-44)6 les formules d’addi- 
tion poor les fonclions £, sn, cn, dn. Le precede suivant, ou loui 
ce qiu est essenliel apparlient ( 1 ) a Abel, permet cbobtenir, 
[sources fonclions, le theorems d’addition sous one forme Ires 
gtnerale, d : ou le lecteur lirera sans aucune difficulte les formules 
que nous venons de rappeler. 

Soil a* = ;i \u) Tune quelconque des fonctions £ 02 ( w), o(^)> 

<V'. el soil ^ r= r-. 11 cst clair que b expression 


z) — F(^j -+- z'f(z), 

nit :fest mis a la place de el oil F (z), f(z) designent des poly- 

nomes entiers en des degres respectifs n et n — 2 , est one fono¬ 
tion do ub lenient periodique a periodes 20 ,, 2 to 3) qui n’ad met 
qu'un pole dans le parallelogram me des periodes, a savoir, 1 c pole 
de la fonction z que designe y; ce sera soit 0 , soit co a ; cc pole est 
d ordre c ±n ; e’est aussi Ford re de la fonction doublement perio- 
dique. La so mine des affixes des poles (confondus) de <£(s) est, 
dans tons les cas, congrue a 0 , modulis 2 lo 1 , 2 to 3 ; il cn cst de 
me me, par consequent, de la somme des affixes dcs zeros. Si done 
on determine les 2 n coefficients des poly nomes F ( z) el f(z) de 
iaeon que <£ (yb s’annule pour les valeurs u { , u 2l . . ., ii 2 n~\ at¬ 
tributes a ?/, ou. si bon veul, pour les valeurs xy, . . ., z. ln _ { 
attributes a z, celte nieme fonction s’annulera pour la valeur 

11-2H — ~ Ui— U-2 — . . iu n ~] 

oil pour la valeur correspondante z 2n attribute a Les valeurs 
des coefficients de F(Zj et de f (z) s’obliennent aisement sous 
forme de determinants. 


■ • ; ”\u\uz : Adel, GEuvres, 2 e edit., t. I, p. 53-2. — Briosciii, Comptes rend us 
del Academic des Sciences, t. LIX, p. 999. - Cayley, Journal de Crelle, t. 41 , 
I*. y. — Glxtxier, Journal de Crelle, t. 109 , p. 210. 
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Ceci pose, la fonclion 



esl un polynome en ^ de deg re 2 n. En effet, z 1 - est an poly no me 
cn £ du troisieme degre, com me il resuke du theoreme etabli an 
n° 433, cl com me on le verifie sans peine au mo yen des form ales 
qui donnent les derivees des fonclions £ : ce polynome du troi¬ 
sieme degre esl evideminent divisible par z. Par suite, si Ton de- 
signe par a () et a n le premier et le dernier coefficient de F(V), le 
premier et le dernier coefficient do polynome T (z ) seront respec- 
livement et cr n . 

Mais les valeurs de ^ qui annulenl c » sunt . z. 1H el 

foil a 

Ti 3 ) = a - {z - - z * >1 ), 


d’oii P 011 tire une serie d'iden tiles en egalant les coefficients des 
diverses puissances de ^; en particular, si Ton suppose z — 0 , on 
aura 




y { , y*. . . ., y- 2 /i-i etant mis a ia place de qiu ,), cw/ 2 ), . . .. 
q(U' 2 n~i) i on a ainsi exp rime le premier inembre en fonclion ra- 
lionnelle des quantiles q (z/!), c(k/ 2 ), . * *, £'(^ 1 ), .... 

^ co mine il res idle evidemment de la forme de ci,^ a {) et 

de ce que Ton a z r = 2 q( u) q r (in = 2 yy r . 


462. Il est d ? ailleu rs aise de me lire en evidence dans ct n le facteur 
y f y> 2 . . . r 2 et de determiner le signe qidil convient de prendre 
devanl le second membre. Tout d’abord, on voit que, en faisant 
abstraction des signes, £( u [ -f- iio +•. .-f- « 2 «-i) se presenle sous 

la forme du quotient ~ de deux determinants A, B de Pordre 
2 7 i — 1 ; les lignes de rang r de ces determinants s’obtiennent en 
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remplacant u par u r clans 

y*-*-K .... r, y~ ,l ~''y\ 7 2 "“ 6 /> •••< f 

el dans 

v 2/ *- 2 . y 2n -K .... i, y* n ~*y', i 2n ~' 6 /’ •••> rf- 

Quant au signe, il se determineaisement [en supposantjp= £ 0 a(^)]> 
si I‘on imagine que les quantites ?/,, u 2j - - ., 1*2n-\ soient infini- 
meni pelites du premier ordre; le terme principal de 

coa(«i u- 2 -~.. .+- U211-1) 

est alors ~ 7/0-f-.. . -f- u 2n ~\ ] Jos elements, reduits a Icurs 
parties principals des lignes de rang r dans A et dans B, se re- 
duisent a 




•, lf n 

i 4 n -’y 

u?, a ~ G , 


7 h 


2 U —+ 

Ll r ; 

., I, 

u? n - \ 

7/2 n -5 

LL r j 


, u . 

Les suites 







>n -- i, 

2 7 1 — 3 , 

. ., I, 

2 n — 4, 

2 n — 

6, . 

.o, 

■in — 2, 

2 n 4 1 

■ •, o, 

2 n — 3 , 

in — 

5 , . 

.I 


presen tent respectivement 

2 et 1 + 24-3+...+ /1-1 

inversions, si Pon convient de dire que deux terrnes presentent 
une inversion lorsque le premier de ces termes, en conimencant 
par la gauche, est plus petit que le second; on en conclura faci- 
lement que le premier determinant est egal au second multiplie 
par ^ i) n 1 (u\ — u 2 - +-...-+- u 2n -\) ; on a done en general 

, x A 

?oa( w i+- 11 - 2 ’+-. . .+- ll 2 n—i) = (— — • 

463. On reconnail de suile que le rapport quand on rem- 
placepv et y r par X», ly r , se reproduit multiplie par 1; d’apres 
cela, en se reportant aux formules (LX), on voit que, si Ton 
ajoute to* a chacune des quantites u„ u a , ..., a 2 „_,, I’egalite 
prend la forme 

iMlUl-i- ill — . . Z{.„_j) = (— l) 74 - 1 
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en supposant que, dans A et dans B, y n / r represen tent c xtJ (u r 
c ' a0 (u r ): si Ton ajoute au contraire co^ a chacun des arguments u 
u-2 . ..., ^2/z-i; on trouve de meme 

„ , A 

Cr^i^ 1(2—...-+- Ihn-l) = g I 

cette fois, dans les determinants A et 13 , et jq, representer 
iyjB ^yJ5 Ur* 

Enfin, on a de meme 

sn ( u { ~ u-2 

cnf^i u -2 

Clll( LI i -i- U-2 

oil, dans A et B, y r et y'. rep re sen tent respectivement sn u n si i f u l 
cn?/ r , c n. f u n dn u n d n F u r . 

Co mine on pent supposer que u>xa-\ est nui, les formules pre 
cedentes sont generales. 



CHAPITRE V. 

DEVELOPPE.UEXTS E\ SERIES TRIGONOMETRIQUES. 


I. — Beveloppement de log5(c), de ses derivees et des fonctions 

doublement periodiques ordinaires. 

iCL On a vu rimportance dcs developpemcnts dcs fonctions 

c * cn scries trigonometriques, series qui procedent suivanl les 
sinus on les cosmos des multiples de et qui me Lieut cn evi¬ 
dence les proprietes essentielles de ces fonctions. Les developpe- 
ineats en series trigonometriques que nous donnerons dans ce 
Chapitre ont egalement une grande importance, surloul dans les 
applications de la l he one des fonctions eliipliques; mais its pre¬ 
sented. pour la piupart, un caractere tres different de cclni dcs 
scries relatives aux fonctions 3(c) : ces devcloppemenis, cn effel, 
ne soul plus convergenls pour toutes les valenrs imagioaires de 
['argument. 

Xous nous occtiperons d'abord de qiielques-unes clc ces scries 
qui se deduiseut immediatement des formules relatives aux fonc¬ 
tions 3o c;» : dies concernent les logarilhmes de ces fonctions et 
leurs derivees logarithmiques. 

i6o. Commencons par rappeler la definition de la fonclion elc- 
mentaire log sin-c. 

Les diverses determinations de cette fonction sont reguliercs 
pour tons les points e qui n’annulent pas sinTrc, e’est-a-dire pour 
les points dont I’affixe n est pas un nombre entier. Les points 
poor lesquels la fonction n’est pas reguilere ctant tons ranges sur 
1 axe des quantiles reelles, il est clair qu’on peut definir la fonc- 
tion logsin7:c comme fonction holomorphe de o, soit dans la 
partie superieure du plan, soit dans la parlie inferieure. 



DEVELOP PE jIEIN'T S EX SERIES T RIGOXOMET RIQUES. I l I 

Envisageons en particulier la determinalion principaie de la 
fonction log sin-c, c’esl-a-dire cede pour laquelle le coefficient, 
de i est compris entre — - et -j- elle sera deiinie dans toute 
region du plan de la variable e ne contenant aiicun point r pour 
lequel sin Tie soil negalif on nul; or si Ton pose c — a- 2 -hi, oil a 
el b sont des no mb res reels, on aura 


sin Tre = sin t:« c3i - & — i cost: a sh ~b: 

pour que sinire soil reel il faut done que a soil un multiple im¬ 
pair de - on que b soil nul; pour que sin t:c soil negalif on nul il 
faut, dans le premier cas, que a soil un nombre pair diminue de L 
dans le second cas, il faut que le plus petit entier inferieur a // 
soil impair. Done, la determination principaie de log sin tic sera 
definie dans toute region du plan de la variable e limitee par les 
paralleles menees a Faxe des quantiles purement imaginasres par 
les points dont les affixes sont de la forme oil n est un 

entier quelconque, et par les segments de Faxe des quantiles 
reellcs joignant cbacun des points dont faffixe est un nombre en¬ 
tier impair quelconque, au point dont Faffixe est le no mb re pair 
qui est plus grand quo lui d'une unite. Les pa raffles a Faxe des 
quantiles purement imaginaires sonl perpendiculaires a ces seg¬ 
ments, en leurs milieux. 

Ceci pose, nous de fin irons de la man i ere suivanle uno fonction 
de v que nous designerons par Is (r), qui sera liolomorplie taut 
dans la partie superieure du plan que dans sa par tie inferieure, 
niais pour laquelle faxe des quantiles reel les jouera le role de 
coupure, sauf toutefois entre les points o et i, de sorte qu'en deux 
points de rneme affixe, appartenant fun au herd superieur, f autre 
au bord inferieur de la coup ure, les valeurs de ls(e) seront d i He¬ 
re ntes. 

Dans celle des regions precedemmenl definies oil se trouve le 
point Is(e) sera, par definition, identique a la fonction holo- 
morphe de e, representee par la determination principaie du loga¬ 
rithm e de siii7:e; les valeurs de Is (e), lorsque Fon est sur les 
limites (a) de cette region non situees sur faxe des quantites 
reelies, seront fixees par continnile, en approchant de ces limites 
depuis Finterieur de la region; dans la partie d’une region con- 
tigoe situee soil au-dessus, soil au-dessous de faxe des quantites 
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reelles. nous prendrons ensuite pour la fonction Is (e) cello dcs 
determinations de la fonction log - sin r, liolomorphe dans la par lie 
de region en visagee. dont la vale nr lend, quand on s’approche des 
limites / a'j, vers les valetirs de Is (e) deja definies sur (a) 5 la fonc¬ 
lion ls(c) est ainsi defmie dans une region conligue a la premiere 
et sur les limites de cette region : on procede ainsi de proclic en 
proclie. 

On peut encore delink la fonction Is (p) par la formale 


ls(rj 


T. COST 

l slri ^ { 


dv. 


en supposan t que le chemin d’integrationne traverse pas la con pure. 

Le Tableau suivant, ou n designe un nombre enlier, oil r est 
suppose mis sous la forme a + bi, a et b etant reels, el ou les 
logarithmes sont toujours supposes avoir leur determination prin¬ 
cipal, donne la definition precise de la fonction Is (p) a laquelle 
on panient ainsi. 


CVi 


I. Par tie superieure da plan, b > o. 

4 ^ 1 - S n ■+■ 3 i / \ 1 

—_-< a <—-—5 1 s(p) = log sump — 2 mzi, 

/ _j 

a = —-—? ls(p) = log elm b — (in — 1)7: i. 

Bord superieur de la coupure, b = o. 

‘in < a < in -4- 1, Is (p) = log sirma — in iti, 

in i < a < in -4- 2, ls(p) = log ] sirma j — [in -4-1) 71 i. 


II. Partie infer ieur e da plan, b < o. 

4 n ~~ 1 ^ ^ 4/2 -4- 3 , , v 

-—<. a <—-—? ls(p) = log sinTup -4- 2/27:2, 


4/2 — I 


ls(p) = log Clm6 -h (-2/2 —• 1) 7T i. 


Bord inferieur de la coupure, 6 = 0 . 

2/2 <<2<2/2-f- i, Is (p) — log sin Tza mizi, 

-1 <a< 2/2 4 - 2 , ls(p) = log ] sinira | —i— (2 1) tt zf. 
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Les valeurs de Is v t. tiroes de I et de If. coincident le 1 o nz de 
1'axe reel stir le segment qui va clti point o an point i. et. en eilet, 
ce segment ne fait pas parlie de la couptire qui coin oread seule¬ 
nient les deux parties de l‘axe des quantiles reelles allant de o a 

— x et de i a — x. 

On observers que Ton a ton jours 


Is u* — 2 71) = 1- (V I zz 2 n t. i. 

en prenanl le signe superieur on le signe inferieur. sonant que 
i'on est dans la region superieure ou inferieure du plan. 

466 . Posons niaintenant 


/(<■» = XI (> 


'iq- n cos 



e' 


i I — fj-lll e-lvrJ. 


on aura, en designant par A le nombre 2 ^g 0 qui ne depend 
pas de r, 

Sq ((;]-) = A sin r. vf( v c 


d'ou, en prenant les derivees et faisant e = o. 

^i(ob) = Ar/io), 

et, par suite, 

Ji(p|t)= — — j i. o j -r) sin — r » 
puis, pour une determination convenable des Iogarithmes, 
log&iO i z) = log I S, (o | t) -r- logsin-r:p 4- log jig. 

Cdioisissons avbitrairement une determination de log^ 3 ' (ojt): 
prenons pour log sinr:u la fonction holomorphe Is (r) definie plus 
haul; observons enfin que, si Pon pose t = t -f- it ! , en designant 
par t ) t! des nombres reels, la fonction f( e), dont les zeros sont 
les memes que ceux de la fonction (e), a l’exception des zeros 
de cette derniere fonction situes sur 1’axe des quantiles reelles, 
ne s’annule pas entre les deux paralleles a cet axe, menees a une 
T. et M. — III. 8 
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distance de cct axe egale a f\ en sorte que les diverses determi¬ 
nations de la fonction log 'Q— peuvenl elre definies comrac des 

functions holomorphes de p enlre ces deux paralleles; cboisissons 
eelle des determinations qui s’annule pour p = o. Des lors la fonc- 
tion log S', m* ! ~ \ sera definie pour tons les points si lues enlre les 
deux paralleles, exceple ies points pour lesquels P esl un nombre 
entier, sauf a regarder coniine distincts les points dc memo aflixe 
qui sont sillies sur des Lords differenls des deux coupures, allant 
sur Faxe reel de i a cc et de o a —oo; a l’interieur de la re¬ 
gion limitee par les paralleles et les deux coupures, elle esl liolo- 
niorplie. 

167. Oceupons-nous d’abord du developpement dc ia fonction 
fog/un. En posant p = a + [3 t, oil a et (3 designent des nom¬ 
bres reels, on aura 

| | = | | = /^p, 

oil h designe la valeur absolue de q; on aura done 

J q~ n e^'~i | = /i2^+P), j q*n | = /j 2 («-p) ; 

si 8 est en valeur absolue plus petit quo i, les quantiles prece- 
dentes seront toutes deux plus pelites que i; done, puisque la 
fonction 

x x 2 x z 

T ” IT “ J •’ 


log (i — x) : 


oil le premier membre designe la determination principale dc 
log* i xu est une fonction liolomorphe de x taut qu’on a 
■ jr << i , les fonctions de p 


log i I — q^n e ^vrJ) — 1 q2nr e =irv%i^ 

r = 1 

7'= 30 

Jog.r-ay^'cosapz-i-y'.") = _ ^ 1 q mr S7.rvn 

r = 1 


seronl holomorphes tant que Ton aura | [3 | < i. 
La serie 

77 — SC 

"S ^°§( I — 2 q- n C0S2P7L -f- q ktl ), 

77= l 
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cn supposant qu'elle soil convergenle. esl c\idemmenL one ties 
determinations de 3og/<V ; la convergence de cette serie el 3e 
fait que sa somme est line fonction holomorplie de r. lain que 
Ton a j £ | < i. seront etablies a la fois : n° 31 j si Ton prou\e 
que la serie double 

p q- nr cos 2 /t” . /?. /• — i. 3. 


est absolument el uni formement convergenle taut que ' r j , est 
moindre qibun n ombre plus petit que i. Or on a 

2 cos 2 /v t. — e- rvrJ -T- e~- rv7:i = q- 1 '^ e- r ' 17:i — q-- r * 


et, par suite, 


i 2 cos2 rv tt I < h 2r ? — /m 2 r e; 


des lors il suffit de prouver la convergence des series a terines po- 
sitifs 


r Jm* r 


(«,r- 


m,ri 


qui est evidente lorsquc Ton a | [i j </ i, puisque la somme de la 
premiere serie, par exeroplc, est egale an logaritlime de /inverse 
du produit infini 

n=z x> 

pj( r _; 2 iu+.s>). 

/z ~ 1 


Nous pouvons done, en supposant | [3 [ <( i, definir log/(r), 
log comme des fonctions liolomorplies de p paries egalites 


tog/(c) 


-ii 

i/2,n 


q~ nr cos 2 rv 


r — oo 



q- r cosa/’Pr 
? ’( I C T~') 


Io: 


no 

/Co; 




- (2 sm/v^) 2 , 


et cette determination de log estbien celle qui s’annule pour 
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ifj8. [1 suffit dc remplaccr log par le developpement pre- 
r.'denL dans Fexpression de logS i (r) definie plus haul, pour avoir 
le developpement de cette fonction en serie trigonomelrique. 

li est clair que le procede employe pour develop per log Si (r) 
en serie trigonomelrique s'applique aussi bien aux trois an Ires 
functions S(r); nous reunissons ci-dessous les formules ainsi 
ub ten lies, qui pen vent etre utiles dans diverses circonstances : 


CV 2 , , 


rr ) = log - 3^(o)-f- logsin:: e-j- V —2 -—— (2 sin r^v)* 2 , 

~ 1 ' Q Jmd /’ (i — q 11 ) ' 

r=zl 
r — x> 

^ ^ ( l) r a~ r 

logr 2 ('v) = Iog.j 2 (o ) -f- log cos- p-h y --(2 sin/* tup) 2 , 

• • Q Jmi 7’(I — Cj~ r ) J 


^ ^ f _ l) r {7 r 

logZ 3 (v) = log.j'.fo) -i- > -- f—(2 sinrTir ) 2 , 

• ' Jmd r(i — ^ 2r ) ' 5 

/■ “ 1 
/'“SO 

log^(r) = log%(o) -h y --—__ / 2 sin/'Tir) 2 . 

.m 7*11 — q 2r ) v J 

/• = 1 

Si Ton suppose c mis sous la forme r=a+ (3 t, ou a et (3 designers 
des nombres reels, les deux premiers ddveloppements sont valables 
sous la condition | [3 | < 1 , les deux derniers sous la condition 
I?.<5- O n doit prendre pour log sinzr la fonction ls(e), pour 
logcos-c la fonction ls(c -+- ',)• 

469. Ces formules fournissent immediatement les dcveloppe- 
nents des logaritbmes des quotients des fonctions Sr et, par con- 
■equent, des logarithmes des fonctions sn, cn, dn et de leurs 
pioiients: on a, par exemple, 


log sn • jKfj = 2 IogSr 3 ( 0/ ) -t- log sin .re (a sin/-™)*, 


> log cn (aKc i =-'ogcosrp • 


og dn (2K(•) = — V 


iE L lfr} (asin/-* P )» 


!‘= 1 
' 2 q- r ~~ 1 


Xri ( 2 ,'- I )( I -^ i) [asin(ar-i)* P ]«, 

1 r = 1 J. J 

OU5 la condition | ,3 | < 1. 
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On deduit aussi. par differentiation des formnles ob tenues pour 
les fonctions S(r). les developpcments 




r—x 

^ c f~ P 

^ ^ = ~ cot” r — j - y —-—— sin 2/’“r. 


.%(rj 


= — ” langur — 4 


” (— [/’ —sin 2 r~ 


'CV 4 ) 


•~ 3 (v ) 


, V* C 1 r 

4 - > t — l } r j Sin 2 r ” E. 


v — I 

1- — 

(v) __ , _ ^ f ! r 




^4 w 


i-? 2r 


qui peuvent etre differences a leer tour. 

En se reportant aux formnles (LXX\ L), (LXXIXj), on deduit 
de la derniere formule (’CYO la relation 


(CV 3 ) 


lix '' = TT E 


K jmd I — q 
1 


Cf r . 7'T.T 

- - sin - 7 ^-; 

k 


pourvu qne le coefficient de i dans ^ soit inferieur en valeur ab- 
soltie a 4- 


470. Les formnles (XXXIII 5 __ G ), en prenant les logaritlimes 
des deux me mb res, fournissent les developpements 


i 031 , . T.U 

log ^ u — Jog-i-- log sin 


2tUi 


^OJi 


(GVL) 


log G 1 j U = 

r t i u~ _ 

- log 

cos 

^ZZ 

■ 2 

In 

iY ^ 2 ' 1 


‘.2 03 i 



2 03 ! 

r ~ 1 

r(i 

— r/ 2 '-) 

log j'o u = 

m " 2 _ 

/' =2 X, 

<— 

■iG# r 


sin 

^Y: 


203! 

/• = 1 

r(i 


) \ 


203! J 

logcr '3 = 

7}! ZZ 2 

)' =z x> 

-2 



f 

- 1 2 sin 

r~ u y 


2 03 1 


r(i 

- q lr 

J \ 


2 03i / 


^ q '~ r f . /•“ u 

> - - -:— 2 sin - 

Xd j'( i — q ir ) \ :.1 vj : 

)*■ 


2 03 2 



On a anssi 


- CVI 2 


Pill 


*i u = 


Wi 


*>u 


r i u 

OJj 


- -U 

- cot -- 

2 .Wi 2 CO] 


~ 7ZU 

- tana - - 

2 0 Ji 2 CO i 


r~ x 

2~ v* q' 2r ■ r ~ u 

— y . — i —_ sm-, 

Gjj Ad I — Cf lr OJi 
/■= 1 

J'—X) 

2rz%p{(~-iYq~ r . mu 

— y 1 - LA —sm- , 

c OiAad l — q lr w 2 

r~ 1 


2t. ( — 1 ) r cf . r~u 

— y -a- sin- 7 

Wi Ad I — q 2 ' to 1 
?' = 1 


vj 11 = 


lilli 

OJi 


^ q r 

I — q lr 


. VT.ll 

sm- } 

to L 


cL par suite. 


pu-. 


tm / tt V 2 , t :u 2 tA ^ vcf~ r mz u 

. J—(_ cosec 2 - r — cos -; 

OJj \2 to j J 2 CO 1 C 0 “ Jmk I- q 11 L 




+ /JLV sec- JLfL _ ^ V tz2AlL cos 
Ci)i \‘2 0J 1 j 2 to 1 CO- Ad I — q- r L01 

1 r - l 


pi ll — COo ) = ■ 


Tii _ (~~ I)/,r g 

cor Ad 1 — f/ 2/ ' 


Wl 


C7' /'TTZ*. 

COS - 5 

COi 


P ! ' M — CO 3 ) = - 


^1 2-- 


-- ^ rq r j't.u 

y - 1 - cos -• 

)- jmA I — q~ r coi 


co t co- Ad I — q 
1 /■ = 1 


cTou Ton deduit aise'ment, par differentiation, des formules ana¬ 
logues pour les derivees d’ordres quelconques de p u, p(u -f- to a ). 
Si Ton suppose u mis sous la forme u~ 2 aco<-f- 2 (3to 3 , oil a ct (3 
desig n ent les nombres reels, ton Les ces formules sont valables sous 
la condition ! 3 j < Celles qui concernent logdu, logd^i et leurs 
derivees sont xiierne valables sous la condition | [3 | < 1 . 

On deduit immediatement des developpements obtenus pour 
les ionctions logdit, lo gd^u, ceux qui concernent les douze fonc- 
tions log;(zz); ces developpements sont analogues a ceux que 
nous avons ecrits pour les fonctions log snp, log cnp, log dn c. 

471. Les fonctions £ u , Z(x) peuvent servir d’elements simples 
dans la decomposition des fonctions doublement periodiques de 
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premiere espece a periodes 2 to,, 203.011 2 fv. !es Jeveloppe- 

ments precedents fCV 5 ). (CM,) fourniront done, pour tonte func¬ 
tion doublement periodique de premiere espbee. im developpe- 
ment en serie trigonometrique. Le iecteur pourra app liquor cette 
methode aux carres des fonctions c oa iVu ; a0 iV>, on en¬ 

core aux carres des ionctions sn, cn, dn. de leers inverses et dr 
lenrs quotients mtituels ; nous nous contenterons de citer la 
formule 


(CV G ) 


k- K- sn 


iKx ^ rq >' 
r - 1 ^ 


:in-/- jr. 


qui esl une consequence immediate de la formule (CILp. fn° 106!* 

472. Ghacime des series qui figurent dans les formoles fCV 5 _ r ,) 
et (CVL) pent etre mise aisement sous la forme dbine serie a double 
entree; ainsi, Ton pent mettre l’expression (CV 5 i de ZGzG sous la 
forme 


z ( K .T; = ^ qi'ls-v si n r - x — ^ qr ‘2 s 1 [ e v-xi_ e -r-jci^ 

(r,s. • r.s 

oil r et s prennent toutes les valeurs entieres positives. 

Dans chacime des series a double entree ainsi obtenue on pent 
effectuer la sommation d’abord par rapport a r; on obtient ainsi 
de nouveaux developpements en serie pour chacime des fonctions 
envisagees; ainsi 


Z 



s = 1 


sin 

COS 7ZX -T- 


Ce developpement s’obtiendrait de suite en prenant les derivees 
logarithmiques des deux membres de la formule (XXXII 8 ); en 
se placant a ce point de vue, on voit qu’il est convergent quel que 
soil x. II en est de meme des developpements analogues que le 
Iecteur trouvera dans le Tableau des formuI.es place a la fin de 
FOuvrage [(GV 4 _ 3 ) et (CVL)]. 
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II. — Beveloppement des fonotions doublement periodiques 
de seconde espece. 


i-73. Considerons ( { ) F expression 

, i pi (i) pi(xy) 

{{ l' x ^) “ 2 p- f (^)pi (y)’ 


od les fonclions p sent cellos qui sont definies par ies formules 


I XXXII). de sorle que 

V — l v 

y] — i) 2 '>q' 


Fon a 

f E<- 


V — 1 V- 

0 2 q 


^ (— qy n ‘x- m ^ (— q ) m 'y- m 

i/wj ( m ) 

ql q^ixy - ) JJ(i-S' 2 "* 2 / 2 ) (i — S' 2 " x~-y-'-) 

_ in) _ 

o-or-)X \o-ry~-) 

(V) 


PJ (I - q'’x °-) H — q~'x--) JJ 

■V! IV) (V) 


v doit prendre toutes les valeurs impaires el positives, m lontcs 
les valeurs entieres positives, nnlles et negatives, n toutes les va¬ 
leurs entieres et positives. 

Cette fonction F(g, x, )') est definie pour toutes les valeurs 
de x, r qui ne sont pas nulles et qui n’annulent pas p 4 (x), p /( (y). 
Les valeurs de x, y qui annulent o, (je), p . h (y) sont comprises 
dans la formule ri= q 11 *^; si Ton pose | q | = A, on voit qu’clles 
sont representees par des points diametralement opposes, situes 
surdes cercles ayantl'origine pour centre et ayantdes rayons egaux 

,i 

a h n ‘ 2 ; sur chacun de ces cercles il existe un couple de ces points 
et un seul. Si Lon considere la fonction F (q, x, y) com me une 
fonction de x seul, par exemple, tous les points x = ± q n+ * se- 
ront des poles simples de cette fonction, comme il resulte evidem- 
ment de la seconde forme sous laquelle elle a ete mise. 

Dans Fespace annulaire compris entre deux cercles consecutifs 
il n'y a pas de point qui soit un zero pour p* (a?) on p fi (y) : tel 


i 5 ) Voir Kroxecker, Monatsberichte cler Berliner Akademie, 1881. 



est, par exemple, ranneaii compris entre les sleux ceroles de 
ravonsi'A et —• Nous aarons Lientdt a nous restreindre an cas 

A 

oil Fane an moins des deux variables x : y est representee par un 
point situe a Finterieur de cet anneau, c : e$t-a-dire que nous sup- 
poserous que x on y verifier!t les inegalites 

\/J < \x i < , \/h < ! y I < 

\'h \’h 

il est clair que on verifient alors les mernes inegalites. 

^ \x\ \y\ 

Pour toutes les valeurs de x : y qui verifient a la fois ees inega¬ 
lites, la fonction F(^. x,y) est finie et determinee. La fonction 

s’annule aux points db \/q, ± situes les deux premiers sur la 

H 

limite interieure de Fanneau, les deux derniers sur la limite exle- 
rieure. A 11 tour des points dz\Uq comme centres, avec un rayon 
Ires petit, decrivons des cercles et supprimons de Fanneau la 
partie interieure a ces cercles; aux points despetites regions sup- 

primees correspondent, par la transformation z =- -■> des points 
dont Fensemble constitue deux petites regions, intericures a 1 an¬ 
neau et voisines des points zh supprimons-les encore et desi- 

\!q 

gnons par (A) Fanneau ainsi modifie. On observera que si x est 
un point situe dans (A), il en sera de me me des points — x, 
± x~', et que si x, y sont assujettis a rest or dans (A) 011 sur son 
contour la fonction F(g, x,y), regardee soit comme fonction de x : 
soit comme fonction dejq sera holomorphe; en parti culler, il exis- 
tera un nombre positif N tel que Fon ait 

I F(q,x,y)\ <N. 

Laissons de cote, pour un moment, les restrictions imposees a 
x et y; les proprietes suivantes, de la fonction F (q : x,y)< 

(a) F (q, x, y) = zi'q- ,in 'x- n 'y- !l F{q, zxq n , z'yq n '), 

(P) F(?, x-i,y-i) = — F (q, x.y), 

ou s, s' representent zrz 1 et oii /z, n ! designent des nombres en tiers 
cjuelconques, resultent aisement des formules (XXXIV 7 ). La pre- 
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mi ere do ces deux relations inonlre, en parliculier, coimnen t 1 on 
pent ramener le calcul de la fonction F (cyx^ j') lorsque x el y 
soul representes par des points exteneurs a 1 a ire (A), an cas oit 
ils apparliennent a celte aire, pourvn quo les points x, y soient a 
une distance suifisainment grande des zeros des fonctions p', (x ), 

N '* 

47 i. Considerons maintenant Fintegrale 

J z —y 

dans laquelle x sera regardee comme une constante assnjetlie 
seulenient a etre representee par un point cjui apparliennc a 
Faire r'A); quanta y ce sera une constante telle que p ;,(y) ne soit 
pas mil. Nous allons montrer que, si l’on prend cette integrate 
sur la circonference d’un cercle ne passant par aucun pole, ay ant 
son centre an point o, de rayon infiniment petit ou de rayon infi- 
niment grand, el le est infiniment petite. Admettons, pour un in¬ 
stant, qu'il en soit ainsi. 

Entre deux cercles avantpour centre commun le point o la fonc¬ 
tion j ? oil ^ est la variable, est univoque ; elle n’admet pas 

d'autres singularity que des poles, en nombre fini, quand on a 
fixe les deux cercles, a savoir le point .z = y, que Fon pent tou- 
jours supposer situe entre les deux cercles, et ceux des points 
= f J n ~ r A ou n est an nombre entier, qui sont aussi situes entre 
les deux cercles. Tous ces points sont des p61es simples de la 

fonction ■— z y ~ y — consideree comme une fonction de z. Par suite, 

lorsque le rayon d un des deux cercles croitra indefiniment, que 
1 autre decroitra indefiniment, la soinme des resides de la fonc- 

tl0n -_ r ’ residus dont l’un est F( cj , x,y), tendra vers zero. 

On pre\ oit ainsi qu on obtiendra F (cj 1 x ,y^ sous forme d’une 
serie. On \oit meme, puisque Fintegrale est infiniment pelile sur 
le cercle infiniment petit, ou sur le cercle infiniment grand, que 
la somme des residus relatifs aux poles compris entre deux cercles 
ayant pour centre le point o tend vers une limite quand le rayon 
du cercle interieur decroit indefiniment ou que le rayon du cercle 
exterieur grandit indefiniment. 
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475. Designons par R un n ombre positif fixe. assujetti seule- 
ment a cette seule condition : le cercle decrit du point o coni me 
centre avec R com me rayon a sa circonference con ten ue tout en- 
liere a Finterieur de Faire (A). Considerons le cercle <0 i decrit 
de Forigine coniine centre avec le rayon R .h n : n etant un n ombre 
enlier posilif que nous ferons tout a Flieure gran dir indefiniment 
et que nous supposons de suite assez grand pour que le pointy* 
soil a l'exterieur du cercle (C). Quand n grandira indefiniment le 
cercle (C) deviendra infiniment petit; nous allons montrer que 
l’integrale 

F (q, x, z ) d _ 

z—y 


prise le long de ce cercle, tend vers zero quand n croit indefini¬ 
ment; si Fon pose en effet 


cette integrate devient 


: = 


. ^ 7 F(g,x, ?\.h n e trM ) 7 

L7zRh fi I - . -- du, 

. F Kh n e lT ' u — v 


oil le signe depend du sens dans lequel on pare our t le cliemin 
d’integration; d’ailleurs on a, en vertu de Fegalite (a) du n° 4/3, 
oil Fon remplace £ et s' par -p i, n par o, n! par — n et y par 
R h n e £ ™ 9 

F(q, x, R h n e 17111 ) = x~ 2ri F(q, x, R h n q~ n e irM ); 


et, puis que la valeur absolue de q est A, la valeur absolue de 
R h n q~ n e i%u est R; en d’autres termes, le point R h n q~ n e irM ap- 
partient a l’aire (A); on a done 


\F(q 1 x,Kh rt q- n e iTul ) | < 


et par consequent la valeur absolue de Fintegrale consideree est 
m o in dr e que 


.p hn n 
“ M 2 "J 0 


N da 


2 7C2NR 


h n 


|y |—R/i ' 1 \y\ — R h tl j x \ 1,l} 


h 


comme -—— est plus petit que i, il est evident que cette quan- 

I x r 

tite tend vers zero quand n augmente indefiniment. 
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ITO. Soil main tenant G on cercle de centre 0 et de rayon egal 
a 7 -V-* Considerons la difference des deux integrates 

K/i : 

f T -'^ f *<*•'’ - ! , 1 = =r f 

Jc z ~~Y u Ci ~ me') ^ ^ ^ 

dont la seconde est nulle puisque la fonction F(< 7 , #, s) est im- 
paire et que le contour (O') est svmetrique par rapport an point 0 . 
Si Foil change ^ en i> le contour (G) devra etre remplace par le 
contour (Gj et, en tenant cornpte de l’egalite 

F (q,x, “M = — F {q, -), 

qui resnlte de l'egalite (3) du n° 473, on voit que le second 
me mb re prendra la forme 



F (q, x ~ l , z) 

Z[Z - i __y) 


dz = 


r F (q.x-',z) 

mci z -y~ l 


dz ; 


or cette derniere integrate appartient au type precedemment elu- 
die, sauf le changement de x, y en x~*, y ~ { , changement qui 
n'altere pas les consequences; cette integrale tend done bien vers 
zero quand 11 croit indefiniment. II en est de merne de Fintegrale 
proposee quand le cercle G grand it indefiniment, ainsi qu’on l’a- 
vait annonce. 


477. II nous reste a evaluer les residus de la fonction de 3 

F(q, x, z) 

Z -Y 

Le re si d u relatif au pole y est F(q, x, y). Le residu relatif an 

pole iq’ 1 ^ - s’obtiendra en remplacant z par tq n+ s dans l’expres- 
sion 

_ 1 ?i(OpiOO . 

2 (~—y) pi(z)?'i(~) ’ 

le ealeui se fait sans peine au moyen des formules (XXXIV C _ 7 )> 
(XXXV M i, et r on trouve, pour le residu cherche, la valeur 

_J_q^) n ^l 
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On voit de suite que les deux series, dont ie terme general se 
deduil de la en remplacant z par -p i on par — i. sonl ahsolu- 

ment convergenles quand on donne a n les valetirs o. 1 . 2 . 3 . x: 

il n : en est pas cle mcme pour les valeurs negatives de n : pour 
avoir une serie absolument converg'd!le. il fant reimir dans le 
terme general les deux res id us relatifs aux valeurs — 1 et — 1 de £ 
et l’ecrire 

111 1 

, n->-- . , , , n-h- 

1 ( CJ x~- ) 2 _ 1 ( q X ~ 2 ) 2 _ y^ c l x ~ 2 ’ 2 __ y ( q x- \ 

2 ~ 2 " y*-—q*-n-r i ~ 

y + q - y — c i 2 

sous la derniere forme, la convergence absolue de la serie dont on 
vient d’ecrire Le terme general, quand on donne a n les valeurs 
— i, — 2 , — 3, ..., — x, est manifeste. 

o —'^rs R h n 

Ajoutons que la forme ^rrr n 3 tr ouvee plus haul pour 

une limite superieure de la valeur absolue de l integrale envi¬ 
sages, met en evidence (n° 30) ce fait que la serie 



est uniformement convergente pour l’ensemble des valeurs de x 

telles que Ton ait | \/Ji 7 en designant par a un nombre fixe 

plus grand que 1 ; l’integrale, en effet, n’est autre chose que le 

reste de la serie. Une consequence toute pareille concerne la serie 

analogue relative aux valeurs negatives de n 3 pourvu que Ton ait 

x ' 1 

a s/ h 

478. En ecrivant que la limite de la somme des residus de la 
fonction x ' £l, relatifs a ses differents poles, est nulle, on 

Z —y 

trouve, en remplacant F x, y) par sa valeur (n° 473 j, 


(CVII,) 


n=* Vlxzl 

Pi(Qpi (xy) = 0 V g 2 

'pi(x)?*(y) ^ i—y'-q -*- 1 

n = 1 



2 n — 1 

q 2 y x- n ~ l 
1 —y-q -’ 1 - 1 



oil chacune des series est absolument et uniformement comer- 
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^enle sons les conditions qiu viennent d’etre expliquecs. Rien 
n'ompeehe done de differentier ter me a terme, si on 1c desire. 

479. La formula (CVII ;J ) pent se transformer de diverses ma- 

meres en ajoutant aux arguments c, (u les quantiles - > - on ——? 

ee qui revient a multiplier x on y par z, \/q ou i\Jcy 

Les chan cements de cetle sorte que Lon pent faire subir a w 
ne deman dent aucune precaution puis que w est quelconque. De 
me me quand on ajoote | a c, ii esl clair que, les conditions 

S‘7i < I a- 1 < -A , y/Ji < | ix I < -A 
sj h yh 

etant identiques, le domaine de convergence de la serie n’est pas 
modifie par ce changement. 

11 n'en est plus ainsi quand on change x en xsjq\ pour que 1’e- 
galite (C\ II 3 ) reste valabie apres ce changement, il faut que Lon ait 


e*est-a-dire 


%/ll < | X \/q | 



I 


i X i 


h 


Supposant d’abord que x satisfassc a ces conditions, nous 
aliens remplacer, dans Fegalite (CVII 3 ), x el y par x\/7yysfq\ 
la modification a apporter au premier membre resulle des for¬ 
mulas (XXXI\ z-7) et Lon trouve 

, ^ h — * n = 00 

pj(xr) _ o ^ ,r-2v-h2 ^ y2 

?l { X\pny) ~~ ^ Zd 1 — y~2 q'ln—t 2 2mk I — V- n'ln ' 

17 = 1 n - i 1 


La premiere serie est convergente pourvu que Lon ait \x | <; 

c est la seconde serie dont la convergence implique la condition 
; .r ; 7> 1 , ii e^t naturel, pour essayer de retrouver une expression 
analogue a celle de F(q 7 x 7 y) 7 d nitroduire dans le second membre 
la serie 


q-n ft—2 n y—2 

I— y~- q~ n 
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qui converge pourvu que Ton ait \x\^>h\ cn aj out ant el re Iran- 
chant cette quantile, le second membre prend la forme 

// = » n = x 

^ q~ n ^ q~ n x- n y- 

^ Jmak i — y~- q' ln ^2Li i— y-q' l!l ‘ i 

n = 1 « =: 1 

mais la derniere serie se red oil a 




on a done finalement 


(GVIIi) 


pi (0 ?i< sum 
pi<>)p i<y) 


X —„T — * V -— y — 

x — x- 1 ‘ y—y~ l 


n— ao 

q- n x-- n r~- 

n — 1 


71— as 



Cette egalite est demontree sous la condition i << j x , < 7 ; mais 
0 1 * !\ 

les series sont convergentes sous la condition h < \ x I <C et I’d- 

galite subsiste si ces dernieres conditions sont veri flees. puis que 
les deux membres sont des fonctions analytiques de x ; on pent 
s’en con vain ere encore en cliangeant x : r en x'bp -1 , ce qui 
change le signe des deux membres, et ce qui ramene la valeur ab- 

solue de x a etre comprise entre 1 et A, si elle etait comprise 
1 

entre 1 et 7 • 
h 


480. Piien iVempeche main tenant dans les deux egalites (C\ II ( ) 
et (CVII3) de changer y en iy, y\/q, iy\ f q, puis, dans les resul- 
tats, x en ix. Chacune de ces deux egalites en engendre ainsi 
sept autres; on a, en tout, seize egalites de meme forme qui four- 
nissent des developpements pour toutes les quantiles Lelies que 

?y.(xy) /a = 1 , 2 , 3,4\ 

po(X) = 1 , 2 , 3 , 4 / 

Nous reunissons dans le Tableau (CVIIi) ceux qui se rapportent 
aux indices a = 1 , 2 ; [3 = 1 , 2 ; dans le Tableau (CVIL) ceux qui 
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rapport ent aux indices a = 3, 4 ; (3 = i, a; dans le Tableau 
CY!I ;i ', eeux qui sc rapportent aux indices a. = i, a; [i = 3, 4; 
eniin dans le Tableau \C\Jl,) ceux qui se rapportent aux indices 

a = 3 . 4 ; 5 = 3 . {. 

Les formules (CYIL_ 2 ) supposent h<C\x\<C les fornuiles 
'CVlI-_ 5 '? supposent ^ A < | a* | < -4= * 


181. Si Ton remplace x el y par e wrd , les seize developpe- 
ments precedents se transform ent en seize dexeloppements pour 
toutes les quantiles, Lelies que 

; 7 a (pH-(p) /a =1,2, 3 , 4 \ 

\ (3 = 1 , 2 , 3, 4 / ; 

on les trouvera sous les mernes numeros (CVIL _^) dans le Ta¬ 
bleau des formules. Les deux egalites (CV1L ) et (CV1I 3 ), par 
exemple, etablies aux n os 478 et 479, se transform ent en 


, r r — cr ) 


OYII,., 


\ ~ Zi(y)Zi{w) 

I = COt~C ~ COtTT W ■ 




sin (2 n t:p -f- 2 t:(p ) — q~ n sin 2/2 t:p 
1 — 2 g' ln cos2 Tl (ip -+- q kn 


C\il, } 


I i o')?j 1 ( V -f- w) 
4 ~ I P > ; 7 ;( (P j 


_ ^ ^— ?I * n — 1) t:p rzw] — q^ n ~ l sin [(222 — r) t:p — itcp ] 

^ ^ 1 — 2 cos *2 7 :(p -j- q'*n—z 


La condition A < | # | < | equivaut manifestement a la con¬ 
dition 



011 le symbole dl place devant une quantite signifie que Ton doit 
envisager la partie reelle settlement de cette quantite. De meme, 

la condition y A < j <£ | < equivaut a la condition 
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Si Ton pose r = y. — jt, en designant par a el i deox n ombres 
reels, on peat dire aussi que les formules (C\ H|_- out Ilea sous 
la condition | j << i et les formules (C\ sous la condition 

h J l< a- 


482. Nous allons maintenant supposer que la variable r \ eritie 
les conditions h < |jr | < j t dans les formules (C\ 11,*,;. les con¬ 
ditions \h<\y\< Ar dans les formules (CYIL.N. 

V 

Placons-nous, par exemple, dans le cas de la for mule (C\ ILL 
en supposant que les valeurs absolues de x , j* soient toutes deux 

comprises entre f h et , et en designant par u, v des nombres 

Vit¬ 
im pairs p os it ifs quelconques, on aura 


™ ^ J - r -i r -v 

zii c -i i— y- cp ~ ^ i —y~~ q' f 


(V) 

done 

(CVII 7 ) 


q 2 y-'t-x-'*. 


(V,U ■! 


pi (0 piOr) 

P4(^) ?4(7) 




= q 2 

(v,u.) 

i ^'(o)^(p -4- cr) ^ ^ . , 

.— -~- V ——rs- 7 = > r / 2 sin (v-r — . 

4- ; 7 4 (p); 7 4 («>) ^ 7 


En nous placant dans le cas de la formule (C\ IE) du n° 4/9, 
on aura de meme, en supposant que les valeurs absolues de x, y 
soient toutes deux comprises entre h et d et en designant par /?q // 
des entiers positifs quelconques, 

(CVII-) d --f \(o)^i(f —_ w )_ __ CQt7 -^ cot 7 :^ -T- 4 "V ^ 2 «w s in( 2 / 2 T:c-r- 2 /?i 7 rtr . 

7T 2ri(p)ri(w; ^ 


Les quatorze autres formules (CYIIj _*) fournissent des develop- 
pements analogues en series trigonometriques a double entree. 


483. II est aise (') de dedtiire, de cliacun de ces seize develop- 


( 1 ) Voir Halpiien, Fonctions elliptiques, t. I. p. 4^* 
T. et M. - III. 



pements, Jes scries ires rapidement convergences el convenant, 
par suite. aui calculs numeriques. 

Placons-nous dans le cas de la forma I e (CVIff) da n° 482 cl 

pv 

groupons dans la serie a doable entree ^ q 1 x v y\ l , qui figure 

IV, 

dans son second membre, to us les tenues pour lesquels la diffe¬ 
rence a — v des deux indices de so mm a lion est egale an me me 
nombre positif o\\ nul, qae nous designerons par 2 s puisqiFil esl 
necessairement pair. L’ensemble de ces termes sera represente 

par la serie 

^ q- J x'>y '>+ 2 ‘ s (v = r, 3,5. ...): 


Fensemble des termes de la serie a doable entree envisagee, pour 
lesquels u — v est an nombre pair quelconque posit if on nul, 

est done 


2d q 


X'* ^/V4-25 


V _ i, 3, 5, . ■ 
s = o, 1 , 2 , ... J ’ 


c est-a-dire, en effectuant la sommation par rapport a s, 


2 


- V s 

C J~ 


x'* y* (1 -r- q' J y- -r- q-' J y’* 




IV) 


v- x v y v 

1 — ‘fr 1 ’ 


L'ensemble des termes de la serie a doable entree envisage 

<3 ? 

dont nous 11 'avons pas encore Lena compte, est forme par Fen- 
sembie des termes de cette serie pour lesquels p. — 7 est an nombre 
negatif; il est identique a l’ensemble des termes de cette serie 
pour lesquels 7 — a est an nombre positif pair; il est done repre¬ 
sents par 


y - u . 2 -t- a /»• 

qi yij. 

{tl,lc 


[A — I, 3, J, ... N 


c’est-a-dire par 


^ q 1 * x\ i y±(q^x- -f- q-Px’* ~- 


.)= Y 

(w 


q'~ x^yp 


■ q^x- 


et 1 on a linalement, eo. observant que le premier membre de Fex¬ 
pression 1 C\ Iff) du n‘ 482 est egal ala difference entre la serie a 
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double entree envisagee et celle quo Ton on deduit en cliangeant 
x et y en etju -1 , 


Pi (' i ) pi (xy) 

?iW ?i<Jj 




i ^ 

v' 1 ' 


x'*y 4 


■ q'< X- 


1 - 




J_ , I 

q'j oc~~- i — q'*y~- 


ce que Ton pent ecrire, en groupant convenablement les termes. 


i Sr'j (o) 2r x ( r -f- w) 
4 “ Zyyyzjyw) 


^V 5 -j v£ sin v—( r — tr j — g v sin [v-(r — tv — 2^ ~y] 

Jmd ^ i — ‘2 q v cos 2 t: v' — 7 - v 

(v) ** 

j 0 

V s -» v • 

— y q- sin vt: ( r — w > 

(V) 

lv 2 sin vtJ'c — (r )—<7 V sin [t v — •> - w v t: r ] 

^ I - •> (.y COS'AT.W — r/-V ’ 


I’indice v prend toutes les valeurs im pa ires positives. 

On a de meme, en se placant au point de vue de la formule 

(GYlLj) du n° 482, 


5*1 (°) (e -j- iv ) _ 


cot?: w 



sin 2 n tz(v 


w t 



sin i n t: ( r -f- iv) — q- n sin frizz — it r.v y- 2 nr. i v ] 
i — i q- n eusi-r -+- q +' 1 



sin i zi tt( r cp) — q' 2n sin fii/z — 2) ~ iv — 2.mzv] 

I — ‘iq~ /l cos*2 tzw — q'* n 


Pindice n prend toutes les valeurs entieres positives, non nulles. 

Les expressions des premiers membres des seize formules 
(CVII 3 _ 8 ) fournissent des de\ eloppements analogues. Tous ces 
developpements convergent quels que soient v et cv, et convergent 
tres rapidement. 


484. Nous avons obtenu, dans les numeros precedents, le de- 
veloppement de cliaeune des seize fonctions 

S’af v -+- <v ) 


(a. 3 = i, i. 3,4' 
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sous trois formes differentes. Si. dans chacun de ces developpe- 
rnents. on donne a Tune cles variables c, iv des valeurs particu- 
lieres convenablement clioisies, on obtient des expressions tres 
remarquables pour les quotients des fonctions Sq les inverses des 
fonclions S. les inverses de leurs carres, les inverses de leurs pro- 
duits deux a deux: c'est de ces developpements que nous a lions 
dire quelques mots. 

An movon des developpements des quatre fonctions 


Z.jU' ~ « -■) 

r ) »’) 


(a = i, 2, 3, 4 ), 


on obtient aisement, en faisant tendre tv vers o, les expressions 
des derivees logarithmiques t~~ de cliacune des fonctions S(c>) 

sous la forme deja obtenue au n° 469 et aussi sous d’autres formes 
remarquables. Ainsi, en observant que Ton a 


I i oi - 

tt’ = 0 [ 


( r -J- ) 

V -- -?:-cot 77 0 

r » (tv i 


cot t: tv 


) 

i 


iim 

%v = 0 


\ 5~j (o ) S - ! r r ) (v3 , ' 1 (r ) 

( ttETj i ri S’j ( o )w 


COt 77 V 


I 

: w 


i £r \ ( v) 

- 0 0; 


COt 77 V, 


les forniules concernant la fonction 

developpements 


tl' w \ fournissen t les trois 

O) 


■ cot 77 V 


17 V —r- 4 ^ -— -— Sin 2 7177 C , 


I q - 


= cot 77 V — i ^ 2nw sin 2/2 77 0, 
in, 77i) 


— cot 


^ n . si n 2 7^77 p — q- n sin (2 n — 2 
i — ‘iq' la cos 277e -+- q’* fL 

72=1 1 



<ZB 




sin 2 11 tip. 


clout le premier nous est connu, donl le second est une conse¬ 
quence immediate da premier, mais dont le troisieme est un 
dtheloppement bien different qui converge beaucoup plus rapi- 
dement que le premier. On obtient enlin un quatrieme develop- 
pemenl pour la meme fonction en faisant tendre v vers o dans la 



DEVELOP!* EVENTS E.\ SERIES T PJ G O NOME Til !U { ES. 


form ul e [C\ ll { 'j chi n° 481 : en re in p lac an l mistihe w par »• on a 


i 'z\ ( c ) 

- ^-- = COt 

“ Zi < V) 



n ~r 1 


II presente cette particularity que la sene qui v figure est toujours 
converger)te 7 pourvu que v ne soil pas un zero de Iz { •'e ;. et con¬ 
serve la meme valeur quand on y remplace q par q~ { r Landis que 
le premier membre n'a aucune signification quand la valeur ab- 
solue detest su peri cure a i. Les deceloppements de cette nature 
figureront dans le Tableau des ioramies (GY). 


485. Les developpements de celles des seize fonctions ~ 1 ~ U J 
11 Z • r ; Z i w } 

ou l’indice de S7(fv) an denominateur n'est pas egal a i, four- 

nissent chacun, si Ton y fait w = o, trois developpements des 

douze quotients 

— —- ( A = 1 , - 2 . 0 , 4 ; ’A = 2. 3 , 4 ; . 

u. {v ) 


on obtient aussi, pour chacun de ces douze quotients, un qua- 
trierne developpement en faisant r = o clans les developpements 

de celles des seize fonctions + 1 P v a j oil Findice de S( r ) au de- 

Z ( v) Z ( iv j v ' 

nominateur n’est pas egal a i, et en remplacant iv par r. Lin si les 
formules qui se rapportent a la fonction fournissent 

U 1 l ^ { V ) Z’+ {w) 

les developpements 


_L ^(o) 5i(r) 
4 71 2r 4 (o) %{?) 


5i(r) = y g 2 
^v(V) Zd I C]- 1 


sin {2 7i' 






1 v= smv-v— q' J snhv— 2 ) tzv q- 

= y q'l - 1 - L -h > ± --smvzi 

1 3 — 2 q v COS2" s> -j- q-* 4^1 — q 4 




2n — 1 

q~^~ (i-uq*n-i) 

I — 2cos 2 7: v H- q* n ~- 


Les deux premiers developpements supposent | 4 3 [ < i (n° 481;; 
le dernier est valable quel que soit r. 

On trouvera tous ces developpements dans le Tableau des for- 
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m:b?> CVITI : a cause ties formules (XX\\ I 5 ), (XXXVII t _ 2 )? 
L\Xf, f _ s - on en cU'duit im medial cm ent ceux dcs fonctions sn, 
'ii. dn. de leurs inverses et de leurs quotients imUnels. 

486. Pour oLlenir les developpements de Pinverse de la fonc- 
ion Sj fv- 1 . il suffit de faire 

T 

o 


formules qui se rapportent a la fonction 


Si (c — ud 
^i( r)Si(ppj’ 


i S \(o) i r ^ ^ sin ( a/2 — i) - p — q- n sin 2 nr. r 

t: Sj i % r) sin-p 4 Xri ^ i — costtp -f- 

n = 1 

= —--A 'V sin (2/z— m)r>v, 

sin-p Ad 2 

in) 

t tin troisieme developpement a convergence Ires rapide que 
ions laissons au lecteur le soin d’ecrire; on pent d’ailleurs lui 
ubstituer tin autre plus simple et ega lenient tres convergent qui 
. ete donne par Jacobi. 

Observe ns d’abord que, dans la derniere form ule, on petit se 
ontenter de faire parcotirir a Pindice m tons les nombres impairs 
>ositifs. puisque le tableau a double entree des valeurs que prend 
in 2 n — quand on y remplace n 1 m! par tous les en tiers 

msitiis, est forme de termes mils on egaux et de signes contraires : 
>n a done 


—A— + ^ 

(n, JJL) 

u n est un entier positif quelconque et p an nombre positif im¬ 
pair, de sorte que les exposants de x sont tons des nombres im- 
airs. Groupons tous les termes de la serie a double entree pour 
2squels Pexposant detest egal au meme nombre impair positifv 
t ceux pour lesquels Pexposant de x est egal au nombre impair 


i pen 

^{X) 
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negalif— v; on aura immediate men l 



La serie qui figure dans la derniere egalite, multi pliee parm — 
se met sous la forme 


7'= 1 

en transformant 1c terme general au mojen de l’identite 
q 2 r (x-~ x~- —2) = (1 — q^'f- — 1 r — x -q^"){ \ — x~-q^ r 
et en remarquant que la somme de la serie 

r — ao 

2 (I — q- r ) 

1' — 1 

est egale a un, on voit qu’on peut ecrire encore 


— iV’-l arir+l) 


{i-^q-n 


(I — x- q lr ) ([ — x~- q- r ) 5 


1 pno 

■2 Pl (x) 

II resulte de la que la fonction crgj peut elre mise sous la forme 


JLd " * ^1 — x iz q- r ){i — x~-q- r ) 


1 Sr'^o) 
* (O 


I 

sinTrp 



a v sinvTTP (v = 1, 3 , 5 


cc), 
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*v — ^ <r™'- 

r = 1 

oil encore sons les formes tres rapidement convergentes, quel quo 

soil i\ 

I Pj\ i O T , . -'t'l ( —lV _1 (r -h g 2r ) 

- —-- = --4 sin ~ r y -p— 

~ i v * iin-r ^ l — 2.q- r C0S2~r ~ q+ r 

r=-I 

_u q*r)(x — gr2/*)2 
Ij /_1 ------ — -• 

i — 2# 2/ ' C0S2TCP -+- q* r 



En change ant x en x \ q d 
r o', (i) 

?l(*/ 


men I ob tenues pour 


ans I’une des expressions precedem- 
on trouve de suite 


1 s’, I l I 

2 Z 4 l X i 


1 7'= 30 

———- -T- (—fV’ C/ r 

I — q X- Jmd 

7 •=! 


_\-x- cq 2/ ’+i 


_ 3. 

^-2 ^ 4 

I — 2r~ 2 <7 2 r ~ 1 


ou. en reunissant les fractions qui ont pour denominateurs 

i — x-q - r ~ { . i — x~' 2 q' 2r ~~\ 



ip , ^ 

s)_ ' — ; 

(I — *2 5 - 2 '— 1 ){ ( — X -2 q* 1 j ’ 


ibrmule qui equivaut a la suivante : 


o-> _cz i l'- 3 

i — 2 COS 2 TIP q~ r ~ l -T- 5 ri/ ’ -2 

En changeant r en r -f- on a immediatement les formules 
analogues pour les inverses des fonclions 2u(V) et S/ 3 (e). On les 
trouvera dans le Tableau (CIX). 


I, ^ t 1 ° 1 __ 'y ( _ 


J87. Si, dans les formules qui concernent ^. 0 u 


etri^ou^- 


■«•) 


p \(xy) 

pi(^) 


3i ( p -h rr ) 


pi(x) 


an 


on change w en 


3- x (cj 

(u, qu’on prenne les 



DEYEL0PPE3IEXTS EX SERIES TUIGOXO.MLTPJQl £5. I 3; 

derivees par rapport a r, puis que Ton fasse r — w. ii vienL cl * u 21 e 
part, 


n =z as 





i*y. 


- 8 -r- 7. nq 

n — l 


stn co? (olu — 1) -v — q 2n < 


S“;[ (cj sin 2 tip ' 1 1— 2q' 2n cos 2 - c — q* a 

-- 8 t 2 7 nq 2nm cos o( n — m ) ta\ 

sili--c Jad A 

\n,m\ 

et, d’autre part, 


S' r (o’) 

sin 2 


P ?Q) 

pH x ) 


V(2rt — 0 ? 


[_I — x ~~ 2 q 2ll ~ l 1— x 2 q' 2,l ~ l 


Sffo) _ , 

Sr| (p J “ 4 
3?(q) _ , 

&?(p) 4 



COS 2 ( 71 — l )7ZV — q-ln-l cos 2 /Z "TT c 

I — ‘iq 2n - { cos 2 t: c — g ifi_2 



(»jl, vi 


COS(V — = 2 


2 ^ (;x ~ v ) q 2 co?('/ — ;x)-c. 


En changeant dans ces formules x en ix : r en c on a im- 
medialement les formules analogues pour les inverses des fonc- 
tions o^(x), S" (v) et p“(#), .^(v). On les troavera aussi dans le 
Tableau (CIX). 


488. Ces divers d e ve lop pern ents, an mojen des formules de 
passage, en engendrent d’auLres relatifs a la fonclion reduite & l>(w) 
du n° 371, 


cib (it) = 


d(ll- 4- Up) 

o ii j 


r, 1 it u t 
to £ 


i (o) Sr t ( r 4 - tr) 

2W! 


011 aux expressions analogues, ou les fonctions d sont rempla- 
cees par des cofonetions. Com me pour toute function de seconde 
espece, dont Fun des multiplicateurs esti, la fonctlon <&,(u) peut 
servir J’element simple, on a done aussi des developpements en 
serie trigonometrique pour toute fonction reduite de seconde 
espece. 
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Xous n'ecrirons qoe les deux suivanls, concernant 


n — x 

~ -It T. ?L>\ ° ~ V 

; -, cot.-— cot-->, q 

2 Co ^ 2t'j; 2 CO i / CO j -«ad 

« = 1 


7T , „ . /2 7T « 

sin — (/??£ -f- u 0 ) — q- n sm - 

Wl W| 

---—--- 7 

T.Uq 

i — 2 q' ln cos- -I- q* n 

Wl 


' = i cot — — cot ) ~ — V q- nm sin — (nu -4- 7?zz^ 0 ) ; 

*2 0,. > 2 <’>i 2 Wi/ Cjl>i JeJ Wj 


sis sont valables, le premier pourvu que la parlie reelle de 
soil comprise entre la partie reelle de et celie de — -—?? le 
second pourvu que les parties reelles de —. et de —. soient cha- 

1 1 1 COi l COi l 

Rme comprise entre ces deux rnernes li mites. 

Ill. — Developpements des quantites e a , r ia , /c, K, E, ... 
en series en q. 


489. Les developpements des fonctions doublement perio- 
liques 7 de premiere et de seconde espece, en series trigonome- 
riques. engendrent un grand no mb re de developpements en serie 
)our les constantes que Ton a introduites successivement dans la 
iheorie des ionctions elliptiques; dans ces series, e’est q = e™ 
|ui est Felement; c‘est pourquoi nous les appellerons scries en q. 
Nous n en citerons que quelques-unes. 

Les developpements ^CVI 3 ) de pu et de p (u -j- oi a ) fournissenl 
les series en q pour e i: e 2 , e z et t,,. En egalant les lermes inde- 
Dendants de u on a, en effet, 



r = l 
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Les trois d emigres cie ces equations soul ider:lh;i;es au\ rela¬ 
tions (X\ II 2 ), comine il est aise de s'en assurer. La premiere 
donne r tl ; en la re Iran chant dcs trois de micros on a 


(OX,) 


<*! = 


e., = 


e z — 



I 2 Uj \ 


1 2 tv | 





( — 1)1' 


rq r 


i * r a 


rqr 

i — q r ' 


Si, dans les developpemenis (CVI 3 ), on compare les coefficients 
des mernes puissances de w, on obtient une suite de series en q pour 
g'zi gz et divers polynomes formes an moven de e 1: e 2 . e : > : g 2 . g s . 


490. Les developpemenis (CVIII 3 ) de > que Ton a donnes 
an n° 48o, engendrent des series en q pour A’EL 2 . Si, dans ces de¬ 
veloppemenis, on fait v = o apres avoir pris les derivees par rapport 
a e, et si V on tient compte des formules (XXXA L,L (XXX\ IL), 
(LXXI 3 ), on oblient, en effet, les relations 


* T, 


^Ks=ISr«(o)2r»(o)= Y 


I-Sq* 


n = 1 
2 n — I 


(i cq -''i— 1 ) 


1 ,» . 




'*1 - 




(V) 


oil v = i, 3, 5, 7 , 

Les memes developpemenis engendrent aussi des series 

en q pour 7 rK, y'A K, et pour la quantite K elle-meme. Si Ton y 
fait p = j par exemple, on a 



(V) 
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Si 1'oa fail r = -—- dans ia derniere cles series citees, qul resle 
oii\orient e pour celle vale nr dc r, on trouve, apres une trans- 


lormation iaeiie. 


( V Q' 1 _ l 

' Zd I -r- q-’ 1 2 


2 JU K J i — q* 


Si Ton fait enfin r = 7 , el si Ton observe que les formules 

A 

f XXXIY f ,/ fournissent, pour r = — ~ » la relation 




on trouve 


j. 2 >0) 3 z (o) = 


2-Ss-2t 

n — i I -f- q 2 ([X, V) 


' (2 [X — 1) V (2 [A + li 

q 4 — g 4 


•491. Des developpements (CVIII) des autres quotients mutuels 
de Sj (rd BoiX), £r 3 (r) 7 2 d(r) on deduit de meme, en j faisani 

l '“° ; FF"T~’ 5 ’ ^ d e nouvelies series en q pour K, /iK, 

\ Z'K, ainsi que des series en q pour /FIv, ^//dlv. 

Ceux des developpements obtenus qui concernent K nous four- 
nissent aussi des expressions en q pour Z'(o) et, par suite, pour E. 
En eilet. le developpement (CY 5 ) de Z(.r) fournit, pour Z'(o), 
Fexpression en q. 

r = 1 

d oiu en tenant compte de la formule (CII<), [’expression en q 


Ti 2 Vi rq r 
K Zd I — q- v 


•492. Les developpements (CIX) des inverses des fonctions 
.j 3 i_oi, .^4(0) fournissent des series en q pour \/k’ K, 
\ Aq7dK, K. En faisant v =. 0 dans le developpement de 
~rj P ar exemple, et en reduisant an moyen des memes rela- 
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lions (XXXVI) et (XXXV IL qne phis haul, on a 


\Oc T - I r. . , ^ , ( r- 

—- Iv = - ^o(o;.7 3 iO)= < — 1 ' />_1 q' 


l — q- 


Ce n’est pas le me me developpement qu'ati n° -490. 

Les developpemenls (C1X) des inverses des carres des fonc- 
lions S 3 ( r) ? (V) fournissent aussi. en donnant a v' des 

valeurs particulieres, des series en q pour les quantiles h R-\ 
k ] K 2 , /r/hlv 2 , el plusieurs de ces series se presenlent sous line 
forme differente de ceSles que nous avons obtenues au n° -490 pour 
les mernes expressions. 

On trouvera tons ces developpemenls an Tableau iGX) a la fin 
de hOuvrage. Le lecteur les rapprochera naturellemenl. non seu- 
lement les uns des autres, mais aossi des developpemenls en q 
deja obtenus dans ie Tome II de cet Ouvrage el, en particulier. 
de ceux qui sont conlenus dans les formnlcs XXX\ 1 el XXX\ 11 \ 
on oblient ainsi de nombrenses identites. 
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CHAPITRE VI. 

L\TEGRALES DES FOXCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. 


I. — Integrates rectilignes le long (Tun segment joignant 
deux points congrus, modulis 2 on, 2 oj 3 . 

•493. Avant d’aborder le probleme general de Pintegralion 
Pune fonclion donblement periodique a periodes 2 w j5 2 co 3 , le 
ong d'un cbemin arbitrairement fixe, il conxient d’eludier le cas 
arliculier ou Pintegrale est rectiligne, oil le chemin dhntegra- 
ion ne passe par ancon pole de la fonclion el ou les deux limites 
Pintegralion sont representees par des points dont les affixes 
ont congrus suivant le svsleme de modules 2 co 1? 2 co 3 . Nous 
diquerons qiFune integrate est rectiligne en mettant nn accent 
gauche du signe d’integration ( 1 ). 

Soient t el t! la partie reelle et le coefficient de i dans Pex- 
iression de 7 , t = ^ -i- -t’i. On sail (n° 466) que log2r,(p) est 
me fonclion liolomorplie de r dans la region du plan de la va- 
iable r. limilee par les paralleles a Paxe des quantiles recites 
lenees a la distance de cel axe egale a t\ region dans laquelle 
axe des quantiles reelles joue le role de coupure, sauf entre les 
oints o et 1 . II en resulte que si c 0 represente Paffixe d’un point 
iterieur a cette region et non situe sur Paxe des quantiles reelles, 
n pent evaluer, sans aucune ambigui'te, la vale 11 r de Pintegrale 



(’•} C'est la nutation adoptee par M. Schwarz : For mules, elc p. 3i 
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On a vu, cn effet, que logS* (r) pent alors etre regarde coniine 
la somnie cle la fonotion Is (c) et d'une serie trigonometrique qui, 
elle, definit line fonction holoniorplie a Tinterieur de la region 
envisagee. reprenant la ineme valeur pour e 0 et pour r 0 — i; on 
en conclnt que la valeur de 1’integraie envisagee est egale a 
Is (< J 0 —f— i) —Is (e 0 ), c ? est-a-dire, ainsi qu'il resulte de ia definition 
de la fonction Is, a — quand le coefficient de i dans r 0 est po- 
sitif, a 7:f quand ce coefficient est negatif. 

494. II est aise d’en deduire la valeur de la meme integrate rec¬ 
ti ligne pour une valeur quelconque de r 0 = a — ;3~, sous la con¬ 
dition que [3 ne soit pas entier. Observons tout d’abord que le 
resultat doit etre independan t de a, car si Ton designe par a un 
nombre reel, on aura 



or les deux integrates 





et 


X 




sont egales, comme on le voit en changeant la variable d‘integra¬ 
tion v enr + i ; on a done 


T 





II nous suffira, pour ce qui suit, de supposer que v. nc soit pas 
un nombre entier, et le resultat sera done independant de cette 
supposition. 


49o. Soient m et n les nombres en tiers determines par les con¬ 


ditions 


m < y. < m -h i , n < 3 < n -h i; 


posons en outre 

fj — 12 / ~1 

et considerons Fintegrale 


rpjsi 
J { r ) 


dv 
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• tendue an parallelogramme dont les cotes sont <r 0 , (r 0 + i, 
* t) — i, r 0 . Deux cdtes de ce parallelogramme sont paralleles a 
‘axe des quantiles reelies, les deux autres sont parallelcs a la di- 
■ection qai va du point o au point 7 ; en le parcourant dans le sens 
ju'indique i'ordre de succession des sommets, on voit qu’on le 
lecrit dans le sens direct ou dans le sens inverse, suivant qne 71 
?st positif ou negatif; les zeros de la fonction S i (e) contenus a 
'interieur de ce parallelogramme sont d'ailleurs les points 

m i -f~ z. m ~ 1 -r- 2 'z, .. •, m 1 4 - n z 

Jans le premier cas, les points 

m-rU m~ i~z. m -r- 1 — , w + i + f/i + i)': 

Jans le second; leur nombre est toujours egal a j n |; cliacun d’eux 
sst un pole de la fonction ; ? dont le residu est 1 ; l’inlegrale 

consideree est done egale a ± a | n | tu, suivant que Ton a marc lie 
clans le sens direct ou dans le sens inverse : elle est, dans lous 
les cas, egale a 2 nr.i. Elle pent d’ailleurs etre regardee comme 
la so mine algebrique des integrales 



niais la seconde et la quatrieme de ces integrales sont manifeste- 
ment egales; on a done 


r 





•?! O) 


dv — in 


et. par consequent, comme re> 0 est dans la region etudiee au n°493 
et que, le coefficient de i dans tv 0 etant positif, la premiere inte¬ 
grate est done egale a — ~i, on a 


(CXVII,) 


f ^ 

-'l 


fp) 

(*) 


ch. 


■ ( 2 n 4- 1 ) 7 zi. 


496. II est aise d en deduire la valeur de l’in teg-rale recliligne 



5i (p) 
^i(p) 


dv , 
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Oil main tenant il est neoessaire de sunuoser aue 

it 1 

nombre entier. 

L'egaiite 

^ , v ' i 

i ^ ‘ 1 t . F ‘j. i :: r eF .• t - 


i'E: 


._■ -j 
CD 


qui se deduit immediatement de la furmule i'XLlfl,- y donne. en 

efFet, 



et, en changeanl la \ariable d'integralion e en r:, ce qui n'altere 
pas le caraclere rectiligne de F integration, 



on a d’ailleurs 



et, par consequent, en appliquant le resultat precedeminent ob- 
tenu, 

{CXVIb) jT ~ cU' = — ~ i(*2 r 0 -j- t ) -T- ( 2 m ~ i) t: /. 

497. Si main ten ant on se reporte a la formule (XXXIII T i 
Ul _ 'Hill ^ JL_ 

' ‘ 2Wi W’ 

ou u =z 2 v CO 4 ? et si Fon remarque que, Fun des deux points a, r 
decrivant une droite, il en est de meme de Fautre, on obtiendra 
immediatement les consequences suivantes : 

Si Fon pose, en designant par a, (3 des nombres reels, 


T. ct M. — ILL 


Uj = aaoj! -r- 2ja) 3! 


10 



CALCUL INTEGRAL. 


ft >[ 1'on designe par m el n des 
,es conditions 

in — i, 


nombres entiers determines par 
n C ? • - 11 1 y 


' ^ 3 i„ — -w< 

I I du-zr^iiio — wi) — ('M — l )~^ 

CXYIL? 

I j* ° Jzz zfrz '27 i3 ( «o ~ w :j) - 1 1 ‘ 

Pour la premiere inlegrale, on suppose seulement que [3 n’esl pas 
entier. pour la seconde que a n est pas entier. 

198. Soient /•, 5 deux nombres entiers premiers entre eux. 
Adjoignons-leur deux autres entiers s' tels que l’on ait 

rs— r’s ~ r, 

et posons (XIX, XX j 

Oj rzz /’ COi S CO 3 , Hi — Z* Vjl.-- 5 T j: j, 

o 3 = r tOi — s’ t-j 3 , II3 — r ' r i i 5 r O- 

Appiiquons les resultats precedents a la fonction 
r(?/-1 a 1, °z) — lu< 

nous aurons. en supposant toujours I’integrale recti ligne, 

_;Q, 

j * u du ~ 2 Hi (zzp -T- n i) — (a N -f-1) ~ i ; 

», ■ ^ 

le nombre entier X est determine par les conditions 
> T < 3 r — as < x -f i, 

puisque Ton a 

u () = 2 a to i “ ‘2 3 W3 — 2( a s ’— 3 r’) -+- 2 ( [3 r as) Q 3 . 

On pent done ecrire, en supposant r, 5 premiers entre eux, 

I du = 5Y] 3 ) (zz 0 H- rtOi ~ St 0 3 ) — (2N -r - l) TT l. 

* /f,, 

En observant que la valeur de N ne change pas quand on rem- 
place a par a+r et ft par et en remplacant successivement 
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1 


dans cette for mule u { , par // 0 — u rto { -.-i.voj-.. n fi — \ no, - - b*to ; ;, .... 

—2 (y —i hVio.— st‘)y el ajoulant. on trouve 

r ll z ,-r-2'J /*( 

I « d l! — '2 V /’ 7, : ,S* r on u ,— r V (U 2 - - .* V Oi „ V '/ X — 1 


el, par consequent, dans les mernes conditions 



En resume, on a le mo yen d’obtenir toutes les integrates reeti- 
lignes de la forme 


r — 2 r (iJj — 1 .< t!) j 

I Z u d u 

«• n u 

ou r et 5 sont des entiers queiconques. Disons encore tine fois 
que le segment de drolte qui va de u 0 a w 0 — * 2 r to,— 2 sto 3 ne 
doit contenir aucun pole de Zu. 

En prenanl dans 1’avant-derniere egalite r — s = — 1 . on ob- 
lient 

' „K 0 -r 2 <0, 

I III dll = 2 r j2 (Wy-r CO*)-( 2 g I j TT /. 

*- ll „ 

oil u est 1111 entier determine par la condition 

g <C a — 3 < g — 1 , 

et qui est evidemment egal a m — a 011 a m — n — 1 . 

499. Les resultats qui precedent perm et tent evidemment dteb- 
tenir les integrates rectilignes de la forme 

U 0 - r- 1 l‘ (j) i — 2 v? (*)•, 

s(' u ) du . 



ou v(u) est line fonclion double men t periodique a periodes 2 co 1 . 
2to3 et ou 5 sont des entiers queiconques. 

Si, en effet, on decompose la fonction 'g(w) en elements simples, 
on obtient une somme de termes de la forme 



CALCl'L INTEGRAL. 


1 -jS 

multiplies par des constantes. Les lermcs de la premiere sorte 
Fintegrent immedialement; la partie qu’ils fournissent, dans re¬ 
valuation de Pintegrale envisagee, ne depend que des limiles et 
□ ullement dn chemin ddntegration, puis que la fonclion ^(u — a) 
?st univoque ainsi que ses derivees; pour cliaque pole a, cette 
aartie est nolle si n est plus grand que i et egale a c irr i{ -f- 
n n est egal a i. Les termes de la seconde sorte peuvcnt eIre eva- 
ues par ce qui precede : en posant u s = u 0 — a, on a 

2 /'toj — 2 5 W; r -+■ 2 /* Wj -r 2 5 fO- 

£( u — a) du = I £u du. 



500. Si, par ex e in pie, on prend pour &(u) la fonclion 


c( 11 


1 — 
2 pit — 


t(u~ a) — %u-~ la. 


)u a est une conslante qu’on pent supposer mise sous la forme 
>a / o) i -r- 2 |j'w 3 , 7/, r p etant des nombres reels, on aura, en desi- 
;nant par r, 5 des nombres premiers entre eux, 

’rony—s coj 

I ri u ) du = — 2(/'r 4 l H- sr iZ )a 

«-« 0 

-T- ‘2 ( noj -f- 5 10 3 ) £ a -i- 2 ( X — n' ) TZ i, 

m X et N ; sent des entiers determines sans ambiguitc par les con- 
litions 

x < 3 ?’ — 2 5 <C X —r— 1 , 

x'< ( 3 — p'; r — (a — d) s < in'h- i ; 

3 cas 011 Fun des nombres fir — 7.5, ([3 — [3') r — (a — a. f )s se- 
ait entier doit etre ex cl 11 . 


II. Integration le long d ? un cliemin quelconque. 

Cas general. 

SOI. Lorsque V on a a integrer une fonclion doublement pe- 
iodique 'f(u) a periodes aw ( , 2 u 3 le long d’un cliemin d^ler- 
une(C), allant d’un point a un point u ,, ilfaut d’abord, pour 
ue la question ait un sens, que le cliemin d’integration ne passe 
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par aucun pule de 3 [u). Cette condition dtanl vf-ridee, la marche 
generale cons is te a decomposer la 1 one lion c • a en elements 
snnples; gOm esl alors une so mine de tenues de la forme 


fl'-'n ( u — n j 

du n 


u — a 


multiplies p>ar des constantes. Les tenues de la premiere sorte s’ln- 
tegrent immediaLenient, et la partie qifils fournissent dans reva¬ 
luation de Fintegrale en visa gee ne depend que des li mites u u 
et u u et nullement du cheiiim d’integration. On ant aux terme:? 
de la forme ^ - u — a ) . on les integre en pa riant de ce que Ton a 

. , d loir d> u — a ) 

Ci u — a j ■= -,-; 

du 


iis introduisent par integration des termes de la forme 
log d i ui — ci) — log i( Q — a 

La valeur de celie di[Terence n'est determinee, pour des valeurs 
donnees de a 0: u { , que a un multiple pres de *>. ir., et ce multiple 
depend essentiellement du c lie min (C 

C : est la determination de ce multiple d'apres la nature du clie- 
min (C) ou, si Ton vent, le clioix des determinations des loga- 
rithmes qui est l’objet de ce paragraphe. 

502. La question ne se pose pas quand les invariants gm, gz de 
la fonction da sont reels, que le pole a est reel et que le c lie min 
d'integration est 1’axe des quantiles reelles. On ne pent alors sup- 
poser que Faxe des quantiles reelles contienne entre u 0 et u K un 
zero de la fonction d(a — «), qui sera it un pole de la fonction 
o(u ); il en resulte que les deux quantiles d ( u 0 — a), d{u { — a) 
•sont de meme signe, et la partie de Fintegrale qui provient do 
terme £(u — a) est alors 


ICXVIIO 


r 


t(u — a) clu = log 


(LilliO 
( m 0 — a ) ’ 


ou la quantile dont on doit prendre le logaritlime est positive et 
ou le log-arithme a sa determination reelle. 

O 

La question ne se pose pas non plus lorsque les invariants etant 
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toujours reels, le chemin d’inlegration est une portion dc l’axe 
des quantites purement imaginaires, et que le pole est un point 
situe sur eet axe. Les relations d’homogeneite (VIII) donnent, en 
effet, les formules 

3 ( iu j g 2 5 gz 1 " ( 11 5 S' 1 ' ) ’ 

t ( iu ; g'o, £’3 ) — J ? ( 11 5 ^2} <^3 b 

P ( IZ/ : go s £& > = • “ P ( M j <?2 J & 3 ) J 

tnais si Ton considere un p<Me d’affixc ia, et le chemin d’integration 

rec Lilian e qui va du point iu 0 an point iu { , ct, u \ ctant reels, 
on ne pent supposer que ce chemin contienne un zero de la fonc- 
tion i[iiu — a)\ -o, 5 * 3 ]; il en resulte que la fonction reelle 

^ u _ a ; conserve le me me signe quand a varie de u () 

a u. Dans ces conditions on aura 


vCXVID i 


l f 5 [/( 

1 ll/ 0 


[u—a ); g 2j g 3 ] ^(m) 


Ta 


u — a; —£ 3 ) du -log 


Cf(U[ - ct\ g.>, — g.D 


CT' (_ Ziy —" CZ , g'l j §?>) 

en cod servant an logarithme sa signification reelle. 


303. Mais le probleme pose ne pent etre evite en general. II 
est clair toutefois qu'il suffit de le resoudre pour la fonction %u, 
puisque, en designant par (C) un chemin quelconque et par (C) 
ce que devient ce chemin (C) quand on lui fait subir une transla¬ 
tion egale au segment de droite qui va du point o au point — ci 7 
on a 



II est clair aussi, en vertu de la formule (VI3), que si Ton sail 
effectuer F integration pour 1111 chemin (CD, on saura Feffectuer 
pour tout chemin (G) qui se deduit de (C ; ) par une translation 
egale au segment qui va du point o au point arwi -f 2 so) 3 , en de¬ 
signant par r et s des entiers. En supposant, par exemple, que le 
chemin (C j soit dans une region 011 logoDz ait ete defini comme 
une fonction holomorphe, si Ton fait se correspondre les points u. 
el u' par la formule 


a — it -+■ artOi -f- ojo) 3 , 
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on aura, en designant par */ u , u\ les points qui corre-oundem 

a « 0 , u^ 

lCX\ir 0 ) f Zu dll — log 5 ll\ — log -- irr tl - - -AST :j ; : li , - - U ' 

«0 

Or, si 1’on considere les paralltdes a la direction qui va du point n 
an point o) { , menees par les points d'affixe < 2 n — 11 oj i . oil /# de- 
signe ini entier positif ou negatif, ces paralltdes separeront le plan 
en Landes, dont chacune pourra, par des translations du genre de 
cedes que l’on vient de definir, etre amenee sur telle bande que 
1’on voiidra, par cxemple sur la bande (B,f> qui contient le point o, 
et dans laquelle lug ^ u est defini (n° 470) com me une fonction 
holomorphe, sauf toutefois sur la con pure que comporte cetie 
bande. Or le cbemin d’integration, quel qu'il soil, se compose de 
parties dont chacime appartienl a une seule bande et pent ainsi 
etre ramenee, par translation, a etre situee dans 1 B 0 ). On pourra 
done se borner a considerer des cl le mins d'integration situes 
dans (B 0 ). 

La raeme reduction s'effectue encore en appliquant le tlieoreme 
de Cauchj (n° 352): on pent, en effet, substitner ati cbemin (C 
on cbemin ((F) ayant les memes extre mites, tel qu'oii puisse de- 
former le cbemin (C) pour Famener sur le cbemin (C) sans passer 
par aucun pole de £ u. Le me me tlieoreme permet me me de sup- 
poser qu’un 011 plusieurs poles de ‘Cu se trouvent a Finterieur de 
I’aire limitee par les clieniins (C) et ((F) pourvu qu’on en tienne 
compte. Si le cbemin (C) va de u Q a u { on determinera dans (B 0 1 
deux points u f Q , u\ respectivement congrus a « 0 , u { modulis 20 ^ 
• 2103 , el Bon substituera au cbemin (C) le cbemin (O') compose du 
cbemin rectiligne qui va de u 0 a u 0 . d’un cbemin quelconque situe 
dans (B 0 ) allant de u' 0 a u\, et enfin du cbemin rectiligne allant 
de a\ a Ui . Les integrales rectilignes s’obtiendront par la for- 
mule (CXVIIo) et il ne restera plus qu’a effectuer Fintegration le 
long du cbemin sitae dans (B 0 ). II va de soi qu'aucun pole de Zu 
ne doit se trOliver sur le cbemin (C'). II ne faudra pas oublier de 
tenir compte des poles contenus entre (C) et ((F). 


504. Quant a Fintegration le long du cbemin situe dans (B 0 g 
on pourra se servir, pour Feffectuer, de la definition de logs'u 
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Jonnee an n*' 470 et de la serie trigonometrique. Mais il fan dr a 
|‘a ire attention a la con pure : on ponrra toujours I’evi ter cn appli- 
quant convenablement le dernier precede; sinon, on devra mor- 
celer le chemin en parties cjui ne la tracer sen l pas et effecluer 
I'integration ie long de chaque partie de chemin, en se rap pel ant 
que les valeurs de log^u ne sont pas les mernes sur les deux bonds. 
Xous a tiro ns Foccasion d’appliquer cette remarque dans le pro- 
chain paragraphe. 

0 O 0 . Rappelons enfin la fonnule, deja ntilisee au n° 497, 


-CXVII- 


f tu clu = ( u] — u y ) h f - ch ; 

4, ' aa)i 1 


it est egale a ate et les chemins d’integration se correspondent; 
ils sont semblables (et meme homothetiques quand 2 est reel); 
le centre de similitude (on ddionoothetie) est le point o. Cette for- 
mule montre qu’il snffit de traiter le probleme qui nous occupe 


dans le cas ou le signe j *porte sur la quantite ^r~y 


Quand on se donne la valeurde e, la valeur de Sq (e) est donnee 
par une serie tres convergente, de sorte que Ton pent aisemenl 
calculer la valeur de log3, (r) avec une tres grande approxima¬ 
tion, sauf toutefois un multiple dc 27 : 1 , qui est enlierement in- 
connu. Pour determiner ce multiple, il suffit de calculer direcle- 
inent logr, U’) an mo yen des form u les (CVR, C Vo), avec line err e in 
moindre que t: en valeur absolue, done, avec une approximation 
assez grossiere. Afm de savoir combien de termes il faut prendre 
dans le developpement de log2q (e), donne par la fonnule (CV 2 ), 
pour avoir la valeur de ce logarilhme avec une erreur moindre 
que 7 : en valeur absolue, nous allons evaluer une limite superieurc 
de la valeur absolue de la somme 


^ — 7 —-—— (2 sin 7 ' 7 l v ) 2 
jmd r(1 — q'lt') 1 ; ’ 

r — n 

ou Ton suppose v = a ^ 7 , ] [3 | < -. 

On a 


21 sin/'Trr = e r: *- 7: iq r i ?— Q—rTrJq ~rfq 
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€L par suite, h designant ia vaieur absolue do q. 

r r 

2 sin /•“(• q h -q h 7 - ~~ A~q 

la derniere inegalite resultant de ce que ia fonet son x — x~' { de 
la variable positive x grand it lorsque x diminue et de ee que. si 

est posilil, 1r est plus petit que h r x On aura done 


: q- r . . J h- r i *- 

;-vr“ t a sin r-r r > q --=- 1 Zr — h - 1 . 

, /■( r — q- f \ ■ ; /■ ( i — Zl~ r j 

Le second membre de cette inegalite peat d'ailieurs s'ecrire. er 
supposant r2/i, 

h r ( i — h>' i ^ i — h n hr 
r(i — h r J ■■ T~~hx ~r ’ 


On en deduit, pour n ~ i. 


et, pour ;i b> i, 


— h i 

--] O'- 

: — /* - ° i — // 


i — h n A ^_i h Jr 2 

i — h n V ° S 7^7i ~ 7 " ~ 


Les seconds membres vont manifestement en grandissant avec h. 

On trouve que log -— l —j- est plus petit que Ttpoixr h =o : 5j. 

Si h est inferieur a cette limite, le calcul de la sonime de la serie 
qtii figure dans la formule (CVo) est inutile; or, on verra que dans 
les applications les calculs pen vent etre diriges de facon que h 
reste Ires au-dessous de cette limite. 

Pour h egal ou inferieur a o, 78 on trouve, de inerne, | R 2 J < tz 
en sorle que, dans ce cas, il sufilrait de calculer un terme de la 
serie (CV 2 ). 

On voit done comment Pindetermination pourra toujours etre 
facilenient levee. 

11 est bien clair que le inerne procede s’applique aussi bien aux 
expressions de logoff u) ou de log S7 a+1 O'), donnees par les for- 
mules (G VI,. GVo). 
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III. — Second© metliode ne convenant qu’au cas normal. 

506. Nous aliens resouclre le meme probleme que clans le pa- 
asjraplie precedent, en suivant line metbode toute difTerente, qui 
ous fournira ties renseignements interessants et utiles, concer- 
ant la fonction S, (r), mais qui ne convient qu’au cas oil 4 est 

in no mb re reel et posilif. 

\otis etablirons d'abord la proposition snivante ( 1 ) : 

En supposant que j soil reel et positif, la par tic reelle et le 
oefficient de /. dans la fonction S, (a p- [ t) oil a, p designent 
es variables rcedes clout les valeurs absolues sont inferieures on 
gales a ^ ? sont respectivement da meme signe que a. et (3. 

Xous designerons le point S', (p) com me V image du point p ; si 
e point p deer it une figure (F), le point S 1 (p) decrira une fl¬ 
are (F'j qui sera l'image de la figure (F). On sait que dans ce 
lode de correspondance (representation con forme) les angles se 
onservent. 

Xous allons determiner les images IV,, R!>, R' s , R', t des qua Ire 
ectangles R,. R 2 , R. 3 , R /( dont les sommets successifs ont respee- 
icement pour affixes 

o I. LrJl, Z- () z —i -i-v 


II soffit de faire cette etude pour le rectangle R,, car si i’on 
ose, en general, 

Zgcc — fjz) — A 4- B?, 

ii A et R designent des nombres reels, on aura 

— pv i — A — B i, 

Sr r ,-a— 3e) — — A — B/, Sjt-a-h p-u) =-A+Bi, 

uisque, d une part, la fonction (p) prend des valeurs imagi- 
aires conjugates pour des valeurs imaginaires conjuguees de p 


( : ) I'oyc:- ScinvAiiz, For nudes, eic., n° 51. 
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et que, d’autre part, cctte fonction est impaire. Par consequent. 
II' et Ri, seront symetriques par rapport a Faxe des quantiles pu- 
rement imaginaires; R' et R' 3 seront symetriques par rapport au 
point o; R' et R'^ seront symetriques par rapport a Fa\e des 
quantites reelles. 

507. Tout revient done a etudier l'image R’, du rectangle l \,. 
Supposons que le point r decrive ce rectangle dans le sens direct 
en partant do point o. Quand v croit par valeurs reelles de o a - - 
la fonction S, (r) est reelle et croit depuis o jusqu'a 

&i (i) =& - ( ' 0 ' = 

ainsi qu’il resulte dun 0 173 ct des formules < XXXR % (XXX\ L : 
le point S’, (o) decrit done le segment de droite qtii va (’) du 

point o au point S’ i )• Supposons, maintenant, que le point e 


Fig. t. 


-J * 

— 

I 


(R 2 j 

( R ,) i 


j 

o '4 


(R 3 ) 

f R £*) j 

j 

-J 

-t 

_±. JLz-z. 


- 

2 



(i) Sur la figure, on a suppose q= o,8 et i 'image est reduite au quart des di¬ 
mensions reelles qu’elle devrait avoir par rapport a celles des rectangles P s , 

R J? R r 
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upposant qoe la variable re ell e a croissc de o a i; a-j 

>i alors real a 1 v. - ) : c'esl uoe quantile reelle, positive el 

roissante avee a, ainsi qu'il resulte im media lenient de la for- 
nule XXXIL ) qni montre que la fonction 3 2 (/e), ou c esl une 
ariable positive, est une somrae de termes positifs qui croissent 

ous avee r: iors done que a croit de o a i, la fonction S 2 (v. ^ 
roil en rustunt reelle el positive de Su (o) a 


Z-i( - ) “ ^1 ( —q-' ) ~ <7 ) = C( " 

n sorte que, lorsqtie le point r deceit le second cote du rectangle, 
on image deceit le segment de Faxe des quantiles reelles qui va 

u point ?j K ( -i ) ait point - )* 

Tandis que le point o deceit les deux premiers cotes du rec- 
tngle qui se reunissent a angle droit an point son image 

eeril deux portions de droite qui sont dans le prolongement 
une de Fautre. Cette contradiction apparente avee le principe de 

t conservation des angles tient a ce que, an point i, la derivee de 

i fonction Sest nulle (XXXVb). 

Supposons, main tenant, que le point p dec rive le troisieme 

die du rectangle, qui va du point au point -; on fera 

=---et i on fera croitre la variable reelle a de o a i; on 

lira alors 


Lorsque x croit de o a i, la fonction 2r 3 ( ^ est reelle, positive 

t decroit in° 1 ioj depuis la valeur (o) = q 0 q\ jusqu’a la va- 
mr ! o/ = q u q\\ d’ailleurs, la valeur absolue de (p) est 

4 son argument est —; le point Sr, (p) decrit done, dans 

:s memes conditions, une portion de courbe representee en 
do rdounces polaires o, in, quand on prend Forigine pour pole et 
axe des quantites reelles positives pour direction positive de 
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1'axe polaire, par Lcquation 

- ! . lU 

? = C 1 ' - ^ l - -' 

dans laquelle on devra faire variur co dc o a - • Gene courbe relic 
le point 2b siltie sur Taxe des quantites reelies, an point 

2b situc sur la partie superienre de Faxc des quantiles pure- 

ment lmagmaues, le rayon vecteur qui \a du point < j a un point 
de la courbe decroit a mesure qu’il tourne dans le sens positif«‘ 
Supposons, enfin, que le point c decri\e le qua trie me cote du 
rectangle qtii va du point ^ an point o. La fonction 2b <V) est pu- 
rement imaginaire; le point 2r { (c) ira done, en restant sur IW 
des quantiles purement imaginaires, du point S, | ~ i an point o; 
du reste, il est bien aise de voir, en raisonnant com me an n'* 175. 
que le coefficient de i dans 2b (r). quand ? croit, par valeurs po¬ 
sitives, de o a —.? est positii et croissant i - 


( 1 ) Celle courbe peut, suivant Ies cas, presenter ou non, un point d'inllexion. 
(") Reprenons Ies notations du n° 175 et posons 

o = uv, f ( w) — b =r, ( iw ), /' (tv ) = Sr; ( Uv). 

On decluira de Tegalite (XXXIII.) la suivante : 

d , - T , 'Vi 

CUV J(iV) L 1 ' wj 

la fonction rcelle p (2 co t iw) est egaie a. — y. pour tv ~ o; elle est croissante 
quand tv croit par valeurs positives jusqu'u la valeur tv = —— — qui annulc 

2 oj , i 31 

sa derivee; pour cette valeur de tv le second membre est egal a 

4 M ‘; (e 3 -r- —). 

quantite negative (XXX.): lors done que tv croit de o a -b par valeurs positives, 
la fonction decroissante 

/'(tv) = 

/(tv) 1 Sr, ( iw ) ’ 
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En vertu ciu principe de la conservation des angles, la ligne 
courbe. image du troisieme cote du rectangle R|, rencontre a 
angle droit les axes des quantiles reelles et des quantiles pnre- 
inenl imaginaires sur lesquels soul situees les images des second 
et quatrieme cotes de ce rectangle. 

En resume, quand le point r decrit le rectangle R dans le sens 
direct, en pa riant du point o, son image decrit, aussi dans le sens 
direct, le contour Pd dame aire limitee par le segment de Faxe des 

qua utiles positives qui va du point o au point en 

passant par le point ( - )? par une portion de courbe qui re¬ 
joint le point ( ~~ ) an point enfin, par le segment 

de Faxe des quantiles purement imaginaires C[ui va de ce dernier 
point an point o. 

508. Nous allons montrer que Faire (Ii<), limitee par le rec¬ 
tangle Pij. a pour image Faire (R'), limitee par le contour R'. 
A c ha que point situe a Finterieur de R< correspond evidemmcnl 
on point el un seul situe a Fin terieur de R'. lnversemcnta chaque 
point a. situe a Finterieur de R,, correspond un point el un seul r 
situe a Finterieur de R 1 ; en d’autres termes, Pequalion en v 

(v; — a = o 

admet uoe seule racine figuree par un point a Finterieur du rec¬ 
tangle R|. On sail, en eflet, que si une fonction f(v) esl liolo- 
morplie aFinterieur d\in contour (C), le nombre de zeros de/(e) 
contenus a 1 interieur de ce contour (C) est egal au quotient par 
■i it. de Fintegrale de la fonction dlogf(v), prise Je long de (C) 
dans le sens direct, on, ce qui revienl au meme, an quotient par 
•>t: de la quantile dont s’augmenle Fargnment de f(v), quand o 
deciil le contour (C) dans le sens direct. Mats, lorsque le point r 
decrit le contour R, dans le sens direct, le point So (e) decrit 


( XXX\ J: elle est done toujours positive. Dans ee meme intervalle la fonction 

/(rp) ne s annule que pour w = o; elle est toujours positive pour w = la 

function f (w) est done, elle aussi, toujours positive et la fonction f{w) tou¬ 
jours eroissante, ce qu'ii fallait demonlrer. 
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le contour R' dans lc sens direct el le segment de drmle qui joint 
le point a an point 2 f, (c) tourne autour du point a. dans le sens 
direct, d’un angle cgal a 2 ~; Pargument de S, iV — a auu'mente 
done de 2 -; done le noinbre de zeros de la ib 11 clion hulumorplm 
3 , (r) — a, contenus a Finterieur de R, est egal a 1 . 

De ce que (Rj est l r image de il suit que la parlie rddle ei 
le coefficient de i dans la quantile S, (a- 7 - ^z). 011 v. el 3 sonl de- 
nombres reels, compris entre 0 ei sont positifs; on peat nirine 

aj outer que la parlie reelle est inferieure a S, ( -—- ,• 

Des conclusions Louies semblables s'appliquenl aiix images R,. 
R' des rectangles Ro, R : >. R,, images qui se deduisent toutes 
de R ' 4 par symetrie. Les contours RR RR IV. li mi tent des aires 
(R!>), (R 3 ), (PR) qui sont les images des aires (RR., (RR. (R. s . 
limitees par les rectangles R 2 , R. ID,. Quand le point r decrit 
dans le sens direct un des contours R 2 . ll>, IR. son image decrit 
le contour correspond ant dans le sens direct. 

509. Remarquons, enfin, que les quatre aires /'R, R .'RR, *’PiRj, 

(R /( ) Torment, dans lenr ensemble, une a ire i'RR limitee par un 
rectangle R; cette aire a pour image Paire fpR), ensemble des 
aires (IV,), (RR, (PR,), (RR, limitee par un contour simple PR. 
forme par Parc de cotirbe qui a etc decrit plus bant et par des arcs 
symetriques. 

II est des lors aise, en pratiquant une con pure dans le rec¬ 
tangle (R), de definir dans ce rectangle log S', (c) com me une 
fonclion univoque, le coefficient de R dans cette fonction, etant 
Pargument de 2?, (r). 

Lorsque c est un point de (R), S, ( 0 ) est un point de (RR 
L ? argument de S, (R pent etre defini, sans ambiguite, si Pon 
pratique dans (RR une co 11 pure quelconque, allant du point o a 
un point de R ; et ne se croisant pas elle-meme; pour nous con- 
former aux habitudes, supposons que cette coupure soil pratiquee 
le long de Paxe des quantiles negatives du point o an point 
/ — [~~ t \ en passant par le point S, ^—q ); le segment de 

\ ' / j. \ 1 

droite qui va du point o au point Sr, ( — -J est Vintage simple du 
segment de droite qui va du point o au point - dans ie rec- 
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lande R . le segment de droile qui va dn point 3, ( — - ) ati 

point 3. f ) est a la fois I’iniage da segment qui va dn point 

-1 an point —- v et dn segment qui va du point — ~ an point 

~- r ~—On regardera la coupure totale coinme ay ant deux bords, 

un Lord superieur sur lequel f argument dc 3 { (y) est t:, on Lord 
inierieur sur lequel cet argument est — t:. Pour les points 3, (r) 
de Pi' - qui ne sont pas sur la coupure, Pargument de 3, (e) est 
compris entre — t: et —Pratiqaons, de meme, dans (Pi) une 

coupure rectiligne allant de o a — i et designons par (R 0 ) la 
figure ainsi modifiee, dont le contour est forme par la droile qui 
va du point o au point — ^ (borcl superieur de la coupure), les 

i . - 1 . I « — l -4— T 

ciroites qui vont successivement du point — - an point--—? 

de ce point an point d, de ce point au point de ce point 

an point —~—L de ce point an point — i el de ce point au 

poinl o ( Lord inferieur de la coupure). Le contour de (R 0 ) esl 
simple; la fonction log 3 1 (o) defmie com me etant la valeur prin- 
cipale du logaritlime de 3, (e) est reguliere en tout point v situe 
a 1 iiUerieur de (R 0 ). Sur le bord superieur de la coupure et sur 

le segment qui va de — ~ a —- le coefficient de i dans log3, (o) 

est u : il est — tz sur le bord inierieur de la coupure et sur le seg¬ 
ment qui va de — -a ———La fonction log 3 4 (c>) est defmie 

sans ambiguite pour tons les points de (R 0 ) et de son contour, 
said an point o, a condition de distinguer les deux bords de la 
coupure. 

510. Si Ion designe par r 0 et v { deux points interieurs a (R 0 ) 
et si 1 on imagine tin cliemin allant de a et dont tons les 
points soient interieurs a R 0 , on aura le long de ce cliemin 

r Pi 3 \(v) , , ^ 

/ 5—-^ = log £4(00), 

t 4 . 1 v / * 




i:\td;r a Lr.s iu:s foxc; do i a lexl> i looiiOoioi id; 

ou nous adopteroiis poor iog.:T; v* la dminilmn mvee I --nt i;\r-. 
Cette egalite subsiste lorsqae bun ues points c a. \>nl 5 ur m 
contour tie (R u ', el meme sur la. coupure. mais iS impmio 0.- bb~ 
tinguer sur quel Lord on se lrou\e: :1 - u i i i l pour (-bi d; , 0 : 0 ;- 
derer les points in liniment \oisins cie c,,. v, sur le enemiu cTinU'- 
grution. File sub-isle encore si ies deux points c (J . c, mml -nr 0 
coupure el si l'integrale est recliiigne; on pent, clans ce ea-. -* 
placer indiffcremmen I sur mi Lord ou sur ] a litre, ruja n e-0 in¬ 
dispensable de regard er les deux points c r . c, cum me placO sur 
le memo bord. 


oil- Suppose 11s maiiilenuiii que. en allant de r ;i a r » par i«* 

ch e in in d’integralion , on reste to u j o u rs dans ie rectangle it >. 
rnais qiron soil oblige de tra\erser la coupure au point o’, par 
exetnple, en passant de has en liaut. Xous distsnguerons le- 
points q, C de meme afiixe que b et situes Fun sur le Lord infV- 
rieur, [’autre sur le bord superieur. On aura alors 


oil il est entendu que les integrales portent sur la memo quantile 
~ 1 ^ - et ciue les integrales du second me mb re sont respeetivement 

za<>) 1 " 

etendues aux deux portions du chemio d integration qtu \ont 
de r 0 a b, , de b> a eg, lesquelles ne traversent plus la coupure. De 
cette egalite el de ce que logSqipqo log.^i ( v 2 1 out ineine partie 
reelie, Landis c|ue leurs parlies imaginaires sont respect i\einenl 
eo-alcs a — t:/ et ™ t,i\ on deduil 

' o 

f = iogBpcb 1 — logSqtOj i —log^ 1 (c 1 1 — Iog.'S’i r_- 

J l>a ^i(v) 

= 10 g .17i ( r i } -log 1 ( Cy j ‘>7Z l . 

D’une facon gene rale, en supposant que le c hem in d integra¬ 
tion nc sorle pas du rectangle (R a on aura 


(CXVIIIi) f 'g--A = logSiH'i — logS-jCi-'o)-}- 
J ,. 0 "'UO 

en adoptant pour les logaritlimes leurs determinations princi- 
T. et M. - til- !i 



62 


CALCl'L INTEGRAL. 


jaies el en designunl par \ mi n ombre enlier que 1'oti oblient en 
jo u tan I a u knit dbmhes positnes que le cliemin d’mlcgralion ira- 
er>e de ibis la coupurc en allant dc haul cn bas, cl aulant d’unites 
egatives que le cliemin d "integration traverse de fois la coupurc 

n allant de bas en haul. 


512. Considerons. par exemple, Finiegrale rectilignc 


r 


i(r) 


di\ 


u c 0 est un point do segment de droite qui \ r a du point —--— : 
u pnint - : * aFexclusion du seul point — Le cbemin d’in- 

egration ne traversal! t pas la con pure, on aura 


t 

f 


^b;in 




dv — logSy r u -f- n — log^r^Co): 


xs deux no mb res S*(c 0 -r i), (c 0 ) sent reels, egaux et de 

ignes contraires : suivant que le coefficient de i dans e 0 esl po- 
itif on nr gat if. e'est-a-dire suivant que le point c 0 esl situe sur 

un on Fa litre des segments qui vont du point -- ^ aux points 

~—\— 1 - Fargumenl de S* (c 0 ) esl - 7 -- 011 — 7 :; d’ailleum 

argument du nombre positif 3 { (r 0 F- 1 ) est nul; on aura done, 
uivant que le coefficient de i dans r 0 est positif 011 negalif, 

f sxuu, f 0 ' 1 d v 

^ 1 ^') 

513. Les deux resullals contenus dans la derniere formule 
eu\ent etre relies Fun a Faulre par le theoreme de Cauchy qui 
ermet plus gem'ralement de deduire toutes les integrates de la 

mine / —-dc de Time d'entre elles. 

Zi < r ) 

Soient, en eflet, c 0 . tr () deux points quelconques Lels que les 
aralleles a Faxe des quantiles reelles menees par ces points, et le 
?gment de droite joignant ces deux points ne contiennent aucun 
h-o de la fonction S,(e). Soit r 0 celui des deux points situes le 
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plus bas : constderons alors 1 c p a r a F r I u z- 1 m:a* * <Jo n t As unmeN 
sont r 0 , c n —i. {!')—!. (Vj: en pareouraiit ce par »jra:'n:im. 
de maniere a reneontrer les somme ts dans Ford re indiouA un A 
parcourra dans le sens direct. Si V esl un. paint rue! •.>miu ■ du 
segment qai joint les points t^. (v (} : si l> est A », 4 ib;t AAter- 
section du segment qui joint les points c y -7- 1, iv () — 1 vi de la pa¬ 
ra 11 el e a Faxe des quantiles reelles mcnee p„;r A. !a Auction F—— 
prend les memos valours en A et en I): ii ivsa1 1 e de n't one Fin te- 
grale j* ~LlA_ ( [ K ^ diend oe an peri metre d u pa rail clog ram me. esl 
(■gale a la difference des in teg rales reclilignes 


r ‘- i 


D'un autre cote, Fintegrale etendue an parallelogram me esl 
egale a a it* nuilliplie par la somme des residus de la function 

r el atifs aux poles de cello fonction si lues a Fi uteri ear du 

•OU’) 1 

parailelogrammc, c'est-a-dire par le nombre de zAos de la Ane- 
lionS^Y) situes a Finterieur du parai Alogramme. nombre qui 
cst evidemment eg a l an nombre n de zeros de la memo inaction 
situes sur Faxe des quantiles pu remen l imagmaires cut re les deux 
paralleles a Faxe des quantiles reelles menees paries points c u . ir 0 . 
lin appliquant Fegalite ainsi obtenue, 


r 


Tj i ( (.' ) 


• tk 


-r 


; l( r) 


-A c h — < 2 ,‘~ lK 


an cas oil c 0 est im point quelconque du cote du rectangle (R) qui 
joint les deux points — -f- ~ » autre quele point — 

ct en tenant compte du resultat du 11 " 512 relalif a la valeur de Fin¬ 
tegrale du second membre pour ce cboix de c„, on obtienl aise- 
ment 1c tlieoreme suivant qui comprend celui du n° 512, conniK 1 
cas particulier : 

Si Fon a 

«’o = 7 . -r- 3V. 


en designant par a el p des nombres reels, dont le second iFest 
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c;:tier. et si ton determine rentier n par ia condition 


n 


o 

j 


11 ~ 7 ~ I , 


'!'i aiilM 


L ~,(r) 


dv 


‘111 -r- r )~i. 


51 L Considerons encore bin leg-rale rectiligne 

, / .^1 ( C I 


>u r tt est uti point situe sur le cole in fori ear do rectangle IX q u i 

. — i -—- t * r — t 

a da point-- — au point—— • 

Supposons d'abord que la par lie reelle de r 0 , qne nous design e- 
ons par a, soil positive; le c lie min d’i integration ne rcnconlranl 
lors pas la coupure, on aura 


r 


(v) 


dv = log-Sq (t’o-f- ~log S'! (r 0 ). 


Le second me mb re est rune des determinations du loga- 
ilhme de 

1 V 0 ‘ " - _ e — 2 in 1' 0 i7Z — i nv • 

^I (. r 0 ) 

est done egal a la quantile 


igmentee d’un certain nombre entier de fois 2 iiz. D’aillours, 
argument de 2^ (r 0 ) est compris enlre o et — S • [’argument do 
1 (V 0 — egal et de signe contra ire an precedent, est compris 


( 1 ; C*est a M. Hermite que Ton doit ia determination des integrates de ee 
pe et du type suivant. (Voir la Note in scree dans le tome II du Calcid cliffe- 
ntiel et integral de J.-A. Serret, p. 887 .) It est a peine utile de fa ire observer 
e les determinations obtenues dans les n 0J 512-51G sont conlenues comme cas 
irticulier dans Ia formule generate donnee dans le precedent paragraplie. 
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i^nlre o et le coefficient de i dans ] c,o V - - - — ]n^ } , 

cst done posilif et compris entre o et t.: e'est done - j - - ^y. 

Si ; an contra ire. la partie re el le de r„. q ue non- emibm.erons 

de designer par a. est negative, le clieinin dinOb rat ion i a.- n ire 
la coupure an point a en allant de bas en JiauL et Ton aura 





Dans ce cas encore, logSj >V { ,— *0 — logSj • to ‘j est eira! a 
^ -(i — augmenie (Fun Certain noniLre de ibis 2/7:; J Vdleur- 
[’argument de Sj r 0 't cst compris entre— -- et -.- 77. et cel id de 

5 { (r 0 -j- 7 ) est compris entre ~ ct - : le coefficient de i dans la 
difference des logari dimes est compris entre 7: et 27:: e'est done 
encore 77(1 — 2a) et 1 'on a, par consequent, suivant qae v. est po- 
sitif ou negatif, 

I CXVIIV) f " Jiii - ch : 1 — ■.< a i. 

J„ o 

On a, en particulier. 





olo. Supposons maintenant qn’on ait a eflectuer Pintegrale 

fch' suivant 1111 cliemin quelconque el onne fCb 

Imaginons le plan reconvert d'uii reseau de rectangles, tons 
egaux an rectangle Pi. Le cliemin d’integration se decomposera 
en parties donl chacune apparliendra a Fun de ces rectangles, et 
il est clair qu’il suffiu pour savoir calculer Pintegrale to tale, de 
savoir la calculer pour Tune quelconque de ces parties, e’est- 
a-dire pour un cliemin conte 1111 tout entier a Finterieur d’un cer¬ 
tain rectangle Pi/- du rescan ; mais comme on pent faire corres- 
pondre les points des rectangles (R/-), (R) par une relation de la 
forme v r = r -f- m -f- n 7, ou m et a sont des en tiers, on pourra 
ramener toutes les parties du cliemin d’integration a elre con- 
lenues dans R. 
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S16. Considerons, par exemple, l’integrale reclilignc 



u r 0 es! maintenant un point quelcouque, lei toutefois que la 
•artie reelle de r 0 ne soil pas un nombre entier, a fin quo la droilo 
ui passe par les points r 0 , r 0 -4- t nc contienne aucun zero d(‘ 
7, (V’i. La position de celte droite, qui est limitee aux points r<> 
t e 0 -- t, empiete en general stir deux rectangles du rescan. 

Posons r 0 — m -- nr: -f- a -j- [jt, en design ant par /??, /?., a, [3 des 
ombres reels dont les deux premiers sont en tiers, cl donl les 
eux autres verifient les conditions 



On aura, en entendant que Je signe d’integralion porle toujours 
ur la meme quantile - 1 ^ , 


/ 


m — — ~ - 


t ft 

-if 


m --/ 2 T + XH 


- 3 t 


[f 


W+l/J+ljT-i-a+pT 


• /«-<-/ 2 T + a + - 


emplacons, dans les integrales du second mernbre, la variable 
integration e par m -f- n t -f- m pour la premiere, el par 
^ ~~ 1 n ~~~ i )~ — m pour la seconde. Le second membre dc- 
iendra 


— a n~i -~ 


, f tr ) 


71 f, <*-’ )_ 


Chv -r 


■rn 


s . Sr; («;)”! 7 
2 {n i)t:£-S ■; ——' c/ir 


-f 


- 1 1 U' ) / , i 

-rAv -2 /i - 8 — i iizz. 

i« ii' > \ r 


,'integrate qui figure encore dans le second membre dc cetle 
quation a etc calculee au n° ol4; elle est egale a — -2a.ru rb ri, 
n prenant le signe -f- ou le signe — suivant que a est positif on 
egatif; on en conclut 


XVIII,) f 




civ — 


— 2 U 7 :^tv- 
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On dednira de la, en designant par /* un on tier positif. 

(CXVliltj) f .■ dv — — ‘irir. ( r v -• m -- —-- j * 

./ .^i ( v) \ -x ‘±; 

Dans ces deux form tiles, on doit prendre le signe superieur on 
le signe inferieur suivant que la partie reelle de r y — in est posi¬ 
tive on negative. 

ol7. Considerons enfin les integrates rectilignes du is pe assez 
frequent dans les applications 


ou a et p sont des nombres reels dont le premier n’esl pas entier. 
Une telle in teg-rale esl un nombre purement imaginaire : die est, 
en effet, le produit par 'z de l’integrale 

Tj\ ( x -7- xz ) t 7. — / :• 

i ( y. ■— x ~z) I a — ./•- ) 

ou la \ ariable d'integration x est reelle, el dont tons les elements 
sont reels, puis que les nombres a.— r:, a — x~ sont des imagi- 
naires conjuguees. 

Supposons, ce qui est toujours permis, que i soil positil. el 
determine ns deux entiers m, n tels que si Ton pose 



dj\ 


on ait 


x = m — x\ 3 — n — 3 \ 


a 


o. 


i ^ .. 1 i 

% ' '2 5 ■> 


On observera lout d'abord que la ionction ne cliangeanl 

1 1 I t j 

pas quand on change v en e — on a 


i 


x~ 

— S: 


5j i o i 
r ) 



(S ) 


dv: 


on a d’ailieurs 
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ouios !e> integrates portanl sur la memo quantile cyyjy {Jn cu 
onelut. on appliquant les resultats precedemmenl obtenus, 

CWIII- / ’ ^-0- r V/(>- f ' ^~cfr — 9.ni-(->.a'..-.i), 

rr r ■ o,_ Jill') 

ii Ton doit prendre le signe superieur ou le signe inferseur, sui- 
ant quo a est positif ou negatif. Quant a J’integralc qui snbsiste 
Ians le second niembre, il est aise dc reconnaitre qifel le est egate 

la determination principale dc log P ar ^ c r delle 

st millc : le coefficient de /, compris entre — tz el tz est positil 
i vl et j* soot de meme signe, negatif dans le cas contraire, mil 
iour les vafeurs particulieres a' — zr 4* 



ON' DONNE /■'- OL’ TKOL’VEU - Of 


INVERSION. 


CHAPITRE VII. 

ON DONNE A* OU g*, $v, TROUVER - OU to,, w. 


I. — Le problem© pose admet une solution et de cette solution 
on pent deduire toutes les autres. 

518 . Dans ce qui precede on a toujours regarde les nombres co,. 
co 3 comme donncs : stir ces deux nombres on a suppose seuleinen! 
que le coefficient de i dans le rapport 7 = est different de zero, 
et me me positif toutes les fois qu'interviennen t les lonctions .or. 
C’est avec ces nombres co,, co 3 que nous avons construit toutes le^ 
quantiles on fonctions que represen ten l les symbol es g 2 , yv 

i(lf\ to ! , C0 3 ), Z(ll | CO , , CO 3 ), t p( U | CO 1 . co :{ >, e , , ( , 2 . c :! . T (i , Y j2 . V t ;>, 

y'tf! — e :l . . . . ; c’est avec leur rapport 7 que se eonstruisenl les 
quantiles ct les fonctions q. A\ k'> S;V). K, Kb sn u : .... qui 
sont toutes determinees sans ambiguite. 

11 y aura lieu souvenl, dans ce qui suit, de me It re en evidence 
les nombres co { , co 3 , 7. Nous ecrirons alors g 2 (to,, CO3). - w,, co : p. 

A’(t), /d(v), y A’(tJ, y A-\v), K(t; 5 KbY>, ati lieu de g 2 , y : >. Ax h , 
yVr, y'Vd, K, Kb Nous continuerons a ecrire an lieu de 

2 r(c) et nous ecrirons aussi, dans le present Chapitre, ?nu/y , 
on(;/,|7), dn(Y| t), pour designer les fonctions de u el de 7 de- 
linics par les relations < LXXI 3 jG . 7,8: XXX \ IIi 5 2 R au lieu de 
sn(w ? A-), cn(M,/r), dn(w,Ay), notation que, afin de nous con- 
former a Fusage, nous avons inlroduite au n° 301 . 
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Dans It-- problemes qui dependent des fonctions elliptiqnes ce 
rbest cepenclant pas Jes nombres co 3 on t qui sont immedia- 
[ement donnes. La solution de ces problemes se ramene a 1 Inte¬ 
gration (le Liquation difFerenlielle 

, dy - , 

* ciu f 


oil u designe la variable, y la fonetion inconnue et y*> Y 5 * des 
nombres donut's, t els que Inequation — Y-V" ~~~ \' :i ~ 0 na ‘ t 

pas de ravines rgales. 

On obliendra isne solution de cette equation si Ton connait 
deux no rub res w,. co 3 a rapport imaginaire, tels que les quantiles 
jCV'cO|, w ;; , g* * co,, co 3 ), definies par les series (IV 5 ) 


^2 ( CO 1 , CO 3 ) — 
gz( Wj. to 3 t = 



\ m, n ) 


I 

--—; ? 

(:>. in, (Oj a n co 3 p 


r 

( a in cOi --- 2 n oj 3 p ’ 


aient les vateurs donnees y^• Celle solution sera la fonetion 
pu/’ojj, co ;l ) forinee an moyen de la variable 11 et des nombres co*, 
co 3 comrne il a etc explique aux n os 86-88; on a, en effel,de¬ 
ni onlre an n° 98 qu'une telle fonetion verifie Fequation diflferen- 
tielle 

civ - 

=~ 4 r J w-Or — ^(wi, co 3 ), 


el g - 2 ojj. to 3 \ y g :i ( co,, co ;J ) sont respectivemenl egaux a y 2 , Y^* 

Les ni ernes problemes dependent, si 1’on vent, de Lintegration 
ie I’equation differentielle 

, dy\- 

1 Tu) 

oil 7 . est on nombre donne d i flora nt de o et de 1 . On obtiendra 
une solution de cette equation si 1’on connail un nombre imagi- 
naire t, dans lequel le coefficient de i soil positif, et tel que la 
quantile /rb 7 ), definie par la formule (XXXVII { ) 
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ait la valeur donnee x. Cette solution sera la fonction sn- u 7 , 

formee au mojen de la variable u et du nombre t de la maniere 
smvante : on construit d'abord (XXXII) les fonctions SiV -) de 
la variable independanlc v et de t; on forme ensuitc (XXXVII, 
LXX[ 3 ) les quantiles 


V k[z) - 


5 * (o 1 7 ) 


? 3 ( O|7 ) ' 

cl Ton pose enfin (LXXI,./) 


K(z i 


■ —3 m -(o z 1 , 
2 " 


sn (u Jv ) 


%{— z) 
*> k / 


hn effet, d’apres ce que Ton a vu aax n !,s 301-306. la fonction 
<!e a ainsi formee, qui est iclentiquc a la fonction sn•' u, k) definie 
an n° 301, doit verifier Fequation diflerentielle (LXX, ’> 


et A' 2 (7) est egal a x. 

On voit, des lors, se poser les problemes suivants : 

Quancl on se donne les nombres -'3 ou x, existe-t-il deux 
uombres d rapport imaginaire to,, to.., ou un nombre imafi¬ 
lial re 7 dans lequel le coefficient de i so it p os it if , qui verijient 
respecticement les equations 

g-i On w 3 i — 70, W3) — 73. 

ou 

kHz) =%? 

Que lies sont toutes les solutions de ces equations ou , co :; 
ou 7 sont les inconnues? 

519. Nous demontrerons d'abord les deux theoremes suivanLs : 

1 . — Si l 7 011 se donne deux nombres y 2 , y 3 tels que iequa¬ 
tion en y 

A} rZ —'[±y — 73 = 0 

ait des racines distinctes s., £*, £ 0 . ou, ce aid re dent au me mc\ 
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si r nn domic fro is nombrcs distends £|, £ 2: dont la 

suimne soil nulle et si l'on pose 

ii exisie deux nombrcs to { , « 3 lels que la par tie r tie lie da rap¬ 
port -^L soil posit ice {non ziu lie) et qui verijient les equations 

■l 2 2 1 W 7 - 2 . ^3 ( (0 i. (0 3 ) — y;;. 

if. -- sir ' <>n sc do line un no mb re x qui n’esi ni negalij, 
ni jmsitif et plus grand que i, il existe un nombre t dont le 
coe fiioimf de la parti e ima gin ah'e est positij\ qui xerifie V e- 

q nation 

? " 

520. fSous commencerons par montrer que le theoreme II, sup¬ 
pose \rai, entraine le tlieoreme I. 

Les nombres dislincts , £ 2 , £ 3 etant donnes (s i -f- s 2 -r £ 3 = o), 
posons 


On pent ton jours supposer que les nombres £,, s 2 , £ ; > aienl ele 
ranges de fa eon que les conditions imposces a x soient verifiees : 
elles le sont, quel que soil 1 ordre de , £ 2 , £3, si ccs trois points 
ne sont pas en ligne droite: s'ils sont en ligne droite, on prendra 
pour £ 1 . £3 les points extremes, pour £ 2 le point intermediate. 

Avee le nombre t qui, par hypothese, ve rifle P equation (( 3 ) con- 
struisons les fonctions 3 Pc|t), puis, ayant clioisi arbilrairement 
la determination de \ £, — £3, determinons to, par la condition 


et posons <o 3 = to, -r. Construisons ensuite les fonctions to i7 to 3 ), 
p( u _ W( , to 3 ) 7 ... et reprenons, pour toutes les quantiles qui se 
rapportent a ces fonctions, la suite de nos notations habituelles. 
Nous aurons (XXXYI : >) 
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ct j consequent, y e, — s, —s y ; or, Cette eadlitd. rap- 

procliee cle la definition de x el cles equations 

y 0 ___ e 2 e : ! ^ ^ ___ _ 

1 ej— e 3 ' ^ 

clout la premiere re suite dc la fonnule i \XXVH-, . muiitiv, 
puisque x est, par In pothese, dual a £-(7 que Ton a 

el, par consequent, g 2 — Y-’ 5*3 ~ V-• 


o 21 . Tout esl done ramene a la demonstration du tlieoreme II. 
Nous demon trerons d’abord ce tlieoreme torsque x esl un numb re 
reel, posilif, plus petit que un, el nous elablirons, pour eela, la 
proposition suivante : 

H„. — Si x esl un iiombre reel, pnsitif\ plus petit que un, 
on salisfait a Vequation (3) en posant 


r 




do 

- x sin -o 


V 1 - 


1 i — x i s i n - v 


i \ 
\ 


Dans (es inle grilles, oil tout esl reel, les radicalise out le sens 
arithmetique; j esl done reel etposilif. 

Conslruisons, en effet, avec la \aleur ue 7 ainsi dclime, U-> 
fonclions Sj (r| 7 ), /»'(:), IfiZt, K(t), Iv ; ( 7 ; x les quantiles /c -^7 u 
/d 2 (7) seron l reel les et positives (puisque 7 est purement iinagi- 
naire), plus pelites que un (puisque leur sominc est egale a un , 
et Ton aura, comme on Fa vu ( { ) an 11 0 311 . 


Iv(0 



V ‘ — 


do 

sin’-o 


K'( 


! 

f 


do 




( 1 ) Ala verite les for mu les du n° 311 ont etc deduites des form u les ties '210 

et 208 qui donnent, sous forme d’integrules, les expressions de oq \ eq — e.. 

Fi Je — e lorsque w et 3b sont reels et positifs; mais, d'une part, les formules 
i v 1 3 1 1 1 

que nous citons dans le texte auraient aussi Lien pu etre deduites diieetemeni 
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5 7 4 

en dormant aux radicanx leur signification arillimetique. Puisquc 
LXXL.F / KXVi ‘"St egal a :K(:), on a done la proportion 

’/ 

or eette proportion enlraine I’ogalite x = A* 2 (x): car si, dans le 
premier rapport, on regarde poor on instant x com me one va¬ 
riable et si 1'on imagine cpie x angmente cle o a i, le denominateur 
auginentera en mesne temps cpie le numerateur diminnera; le rap¬ 
port dimimiera done cons tarn ment et n’alteindra la valeur clu se- 
eond mem b re qu'une senle fois, quand x sera egal a k- (t). 

La proposition est done demon tree, dans le cas oil x est reel, 
positif, plus petit que un; en d 1 a litres termes, dans ce cas, on a 



ou, cFune facon plus explicite encore, si, dans Je premier me mb re 
de Fequalion (3), on remplace t par 4X, ce premier membre se 
reduit identiquement a x. 

C'est cette derniere remarque, etablie seulemcnt dans le cas 
oil x est positif el plus petit que un, qui va nous fournir la de¬ 
monstration du tlieoreme ii a ans sa generalite, demonstration qui 
result era cle ce que deux fonclions analytiques de x ne peuvenl 
roVncider sur line ligne sans elre par lout identiques. 


do y-__ 

\ ; i— i i — x ) <in-g . / \J i — [r — /.•-( z )j sin-cp 


do y - do _ 

V i — •/. sin - g . q / 1 — k- (z ) sin - o 


dans le cas ou j est reel el positif, sans passer, comme nous 1’avons fait, par 
i*inienncdiaire des functions l ; el, d’autre part, si Ton vent retablir toulc la 
cfaaine des deductions que nous avons faites dans ces divers nunieros, il suffil, 
apres avoir choisi t comme nous venons de Fexpliquer, de choisir arbitraircmenL 

le nonibre positif to,, de prendre t*q = to t T, en sorte que ^ suit reel et positif, de 

construire toutes les functions dont on a besoin au moyen des demi-periodes oq, 
e r e,. e z sont alors reels, ranges par ordre de grandeur decroissante, etc. : la 
conclusion est la nicnie. et les quantiles oq, to, ne figurent dans cette conclusion 
que par leur rapport v. 
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^Sous elablirons le l he ore me suivant : 

11^. Eli supposant que x ne soil ni un no mb re ne teat lt\ ni 
an nombre positif plus grand que un, on satls/era a I'equa- 
tion x = Id (t), en falsant 


(cxix,) x = 'r —= , 

J 0 / * — xsm 2 '.p 

O/i suppose que la variable d'Integration z salt revile el que 
les parties reel les des radlcaux solent positives . /JW/o? eev co/?- 
ditions, le coefficient de l dans z positif. 

o23. Observons cl abord qu c les integrales d clinics cjui precedent 
odL un sens pourvu qidon fixe la signification des radicaux el que 
les quantiles sous les radicaux ne s'an indent pas dans les limites 
de 1 integration ‘ dans ces limites i—x sin 2 z ne pent s anmiler 
que si x est reel et plus grand que un, i — i — x) simc ne pent 
s’annuler que si x est negatif. 

Ces remarques conduisent a inlroduire dans le plan qui serl a 
represenler le nombre x deux coupures, Pune qui ira du point i 
a — so en suivant l’axe des quantites positives, Fautre qui va de <* 
a —cc en suivant l’axe des quantiles negatives. ?sous designerons 
par (T) le plan dans lequel on a pratique la premiere coupure 
seulement, par ( T'') le plan dans lequel on a pratique la seconde 
coup ure settlement, par (G), enfm, le plan avec ies deux coupures. 
II va sans dire que quand on pari era dun point appartenant a Fun 
des plans coupes (T), (T 7 ) , (G), on entendra que ce point n’esl 
pas sur one coup ure du plan considere. 

C’esl sur tout ati plan (G), a deux coupures, que nous aurons 
affaire : nous reunissons ici quelques reinarques et conventions 
cjui nous seront utiles, soil immediatemenl, soit dans la suite. 

L J argument de tout point x du plan (G) sera suppose compris 
entre —tz et 4 - 7 :; cel argument varie d’une fa con continue 
avec x, cjui, encore une fois, ne doit jamais traverser les coupures. 
C’esl cette valeur de Farguuient que Ton adoptera pour cedes des 
fonctions de x dont la determination depend de Fargument de la 
variable; ainsi, en designant par m un entier positif, ^ x sera un 
nombre dont la valeur absolue sera la racine m lcme aritlimetique 




dz 


f \ 

x 
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JgO 

, , ,. . 7Z 7Z m - 

!*,' z . el doiU L argument sera compris enlre - e t —; 47 sera 

1 m m v 

iiiurs dans le plan < is) une Conction holomorphc de 7, fonclion 
don l la par lie reelie sera positive et dans laquelJe 1 c coefficient 
de i aura le 111 eme signe qne le coefficient de i dans 7. De memo 
log 7 sera un n 0111b re dont la par tie reelie sera le logaritlime nepe- 
rien de , 7 . et dans lequel le coefficient de i sera 1’argument 
de 7. : ce coefficient sera encore du me 111c signe qne le coefficient 
< 1 e i dans /. et foil aura 

log 7 — log(-7 ) : 7 zi, 

>uivanl qne le coefficient de i dans 7 sera positif on negalif. 

II est clair qne le point i — 7 est le symetriqoe du point 7 par 
rapport an point ^ qui est lui-meme un centre de sy me trie pour 


Fig. 2. 



es deux con pares; les deux points appartiennent en in eme temps 
ti plan coupe. 

Toot ce qifon vient de dire de [’argument de 7, de n yv^ de 
jgz, s'appiique naturellement a [’argument de 1 — 7, a 
log- 1 — x , * on observera, en passant, que les coefficients do i 
ans 7 el nans 1 — 7 sont de signes contra ires. 

Toutes les fois que, ^ designant une quantite quelconquc, log j 
st defini, nous entendrons par log(az), ou a est un nombre posilif 
uelconque, 

log( az) = logalog^ ? 

u loga a sa valeur arithmetique. 


Lorsqoe x appardent au plan -c nous adopter-',ns pour 
log ~~ la determination logx— log i — x' : on Dent dim on cor-* 

que le coefficient de / dans log -di- esl Tangle mob: .Ire one t: eu 

valeur ab^oluc, sous lequel on vuii Ju point o In -eauuent on! \o 
du point i —x an point x : cel angle est posilif si x est au-de'-u- 
de Faxe des quantiles ivolles. negatif dans le cas conlraire. Celt" 

determination esl encore la valeur princinale de log — - oui e-o 

holomorplie dans A' . 

Lorsque g varie de o a le point i — xsin 2 g decrit !e segment 

de droite qui va du point i an point i—-x: en nienie temps le 
point i — (i — xi sin-g decrit le segment de droite qui va du 
point i an point x ; les deux points i —x sin - g, i — > i — yP sin- u. 
qui, pour one meine valeur de g, sont si lues sur line me me pa- 
ralle l e a la droite cpd joint le point i — x an point x, appartiennenl 
an plan (£), si le point x ap par lien t a ce plan. 

Nous de tin irons les quantiles \ i — x sin 2 g, ^ i — « i — xi sin- g 
d’apres la regie generale donnee plus haul pour y x, \ i — x : leur 
partie reelle, qui ne s’annule certainement pas, est alors positive, 
de sorte que la definition qir on adopte ici est conforme a celleqiron 
a adoptee dans l’enonce du tlieoreme ID, pour preciser le sens de> 
integrales definies X, X' ; les coefficients de / dans ces deux radicaux 
sont d’ailleurs de signes eontraires. Le pointed — x sin - g est situe 
dans Fangle aigu forme cFune part par Faxe OP des quantiles po¬ 
sitives, de Fautre par la bissectrice de Fangle forme par ce rneme 

axe el la droite qui va de O au point i—x; le point _—L—= est 

i — x sia-g 

situe dans Fangle aigu POA symetrique de Fangle qu’on vient de 
definir par rapport a Faxe OP. On verra de rneme que le point 

-.— r - est situe dans Fangle aigu POA / de la figure : la 

\J i — (i — X ) siD-O 

direction OA' est la symetrique, par rapport a Faxe OP, de la 
bissectrice de Fangle forme par la droite OP dame part, par la 
droite qui va de 0 a x, d’autre part. Dans la figure la direc¬ 
tion OA est au-dessus de Faxe des quantiles reelles, et la direc¬ 
tion OA' est au-dessous; cela tient a ce que le point x a ete pris 
T. el M 
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an-dessus de Faxe des quantiles reelles; ce serait Finverse s’ii 
etait au-dessous. 

o2 1. On reconnait immediatement qtie si deux n ombres ima- 
ginaires sont represen tes par deux points si lues a Finterieur d’ on 
angle avant pour sommet le point 0, la somme de ces deux 
nombres sera represen lee aussi par un point situe a Finterieur du 
me me angle: il en sera de me me si Ton considere autant de 
no mb res que Fon veut, tons represen tes par des points situes a 
Finterieur d : u n meme angle, et la me me conclusion s’clend a une 
integrale, qui est la 3imite d’une somme. On voit done que l’in- 
tegrale define X sera representee par un point situe a Finterieur 
de Fangle POA et Fintegrale definie X f par un point situe a Finte- 
rieur de Fangle POA 7 ; les parties reelles des deux nombres X, X' 
sont essentiellement positives; quant aux coefficients de ils sont 
de signes contraires; 1c premier est positif, le second negatif 
quand le coefficient de i dans x est positif, com me dans le cas de 
la figure : e’esi Finverse quand x est situe au-dessous de l’axe des 
quantiles reelles; les coefficients de i dans X, X' ne sont nuls que 
si x est reel, positif, plus petit que un. Dans tous les cas, Fangle 
AOA', qui est la moitie de Fangle sous lequel on voit du point O 
le segment qui va du point 1 — x au point x est aigu; il en est de 
meme, a fortiori , de Fangle interieur a celui-la forme par les 
deux directions qui vont du point O aux points X, x' 7 c’esl-a-dire 

de 1 argument du rapport ^ • La partie reelle de ce rapport esl 
done positive : il en serait de meme de la partie reelle du rapport 
inverse. On observera que Fargument de , fixe comme nous l’a- 

vons fait, est, d’apres ce qu’on vient de dire sur la position des 
points \', X, negatif si le point x est au-dessus de l’axe des quan¬ 
tiles reelles, positif dans le cas contraire; en d’autres termes, les 

coeilicients de i dans ~ et dans x sont de signes contraires. 

Ceci pose, dans le plan (£), X et X ; sont des fonctions univoques 
de x, d'apres ieur definition meme. En ebaque point du plan (g) 
ces fonctions sont regulieres, e’est-a-dire que si Fon augmente x 
d une quantile A, suffisamment petite en valeur absolue, les fonc- 
tions X et X ; ainsi modifiees sont developpables en series enlieres 
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cn A (on Jo an era Lout a Uienre les expressions de ces sdriesi: 
dies sont done des lone lions Ixolomorphes Je x dans le okn - $ .. 

II en est de merne du rapport — puisque \ ne s'annule pas, non 
plus que sa par lie reelle. 

Rep o r 1 0 n s-110us maintenant a ] 'equation A'- 7 x. D'apivs la 
fomxule (XXXY 1 I 0 X A' 2 esl deal a —J- ; il est done ciair que si 

bon regarde 7 comme une variable, k-> z\ sera une function I ado¬ 
rn orp he de 7 pour tons les points 7 sillies au-dessus Je 1‘axe des 
quantiles reel les: or le rapport est re presente par un tel point, 
taut que x appartient au plan , C ■: A‘-1 7'-. quand on v regarde 7 
comme egal a , est done une fonction - de function’* liolomorphe 

de z; or k 2 ( ^ ) est egal a z quand z est reel comnris entre u el 1: 

done enfin Tegalite A* 2 ( ^ j — x subsistera pour Louies les \aieurs 
de z appartenant au plan (S'). 

o 2 o. -\011s avons obtenu une solution de 1 ’equation en 7. 

,.., , , . ?V . . 

A- ( 7 ) = z, a savoir 7 = —; nous nous proposons main tenant de 

les a\oir toutes. El d'abord, des qu'il y a une solution, il est bien 

evident qu’il y en a une infinite*, si a, A. c, d sont quatre no mb res 

entiers choisis parmi ceux qui satisfont aus conditions du cas i u 

du Tableau (XX 6 ), on a, en efFet, comme il resulte du Tableau 

( LXXXj) dans le cas i°, 

/- = r- ( c — p ) = t - iy<i£*-(-.) = /cn- 1. 

' a -h b z J 


de sorte que, si a, d sont des entiers impairs et A, c des entiers 
pairs tels que Ton ait ad—bc = 1 , le 11 ombre est, en meme 

temps que le no mb re 7 , solution de Tequation A’ 2 1 7 ) - x. Mais 

n ? y en a-t-il point d'autres? 

Nous avons rappele que la fonction y = sn(a ] 7 ) de a et de : 
verifie 1'equation diflerentielle (LXX/) 


.du) 11 


r-) [> - O' 2 !: 


ia fonction z = sn 2 ( u [ z) verifie done manifestement Tequatior 


i So 

uiffdrenlielle 

II cn re suite que, si v, et v 2 designent deux solutions de 1 ’equa- 
tion A'-i'z . = les deux fonclions sn 2 (u | ), sn 2 (w [t 2 ) de la 

variable u verifieront necessairement la meme equation clifferen- 
tielle 

' du I 

mais alors ces deux fonclions sn 2 (u | v,), sn 2 (it | v 2 ) de la variable u 
sont necessairement identicjues. En effet, on sail que la function 
sn u est developpable en une serie de la forme 

au -f- bu 3 -f- cud h- .. . ; 

la fonction sn 2 u sera done developpable en une serie de la forme 

A U- -r- B ll'* -4- C U C> -r- . . . J 

or. comme il est bien aise de le voir, 1 ’equation differentielle pre- 
cedente determine sans ambiguite les coefficients A, B, C, ... de 
ce developpement en fonction de x seulemenL 

A la verite, la demonstration ne s’applique que dans le do- 
rnaine de convergence de la serie en u 2 ; mais, comme deux fonc- 
tions analvtiques de u ne peuvent coin cider dans une portion du 
plan sans coincider partout, notre assertion n’en est pas moins 
ewdente. 

Les deux fonclions sn 2 (z/|v J ), sxi 2 (zzJt 2 ) de la variable u etant 
identiques admettent evidemment les memes zeros : les nom- 
bres (A n K(v,) — am' iK/^) sont done les memes dans leu r 
ensemble que les nombres 2 m 2 K(v 2 ) -f- 2 m[fiK!('z 2 ) en suppo- 
sant que m { , m' n ;?z 2 , m[ 2 soient des entiers; c’esl-a-dire que les 
nombres K(v { t, doivent etre equivalents aux nombres 

K(v 2/ ), zK/(t 2 ) ; ils ne peuvent etre que proprement equivalents, 
puisque les coefficients de i dans les rapports 

iMu> “ 1? K(v 2 ) L2j 
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dll 


= -i-n - 


■z)\i-k 2 (z)z ]. 


( 1 x Voir Tome II, p. aS5, fig. i. 
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sont de merae signe: en d’autres tenues, il exisie quatre eniiers 

a , 6. c. tZ lies par la relation ad — 6c — i, lels que Ton ail 

K "2 — a K ' t : — hi X 7; . 

/K' • t- 2_. — c K *:• — dili'i . 

D ailleurs la function sn 2 ( u ' 7 G devient inlinie. ou egale a tun 

quand on suppose u egai a iK.' z 2 j. ou a Iyi*7 2 ' : ii doit eii el re de 

iiieme de la fonclion sn- a ‘ t 5 ) qui est la iiieine function de a que 

sn 2 (//, [qu and on y suppose a eqal a cK * 7 .' — di Kf X' on a 
c/Kfcj i ~ bihL'i-i j; on en conclut Lien aiseinent. par ies ior- 
mtiles l LXXII:, que c et h soot pairs, a et d impairs. SI 7 f est une 
solution de 1 equation x = /d 2 < 7 u toute solution de cettc equation 
est done de la forme 

c — dz< 


oil a , 6, c, d sont quatre nombres entiers qui satisfont aux condi¬ 
tions du cas i° du Tableau de formules relatives a la transforma¬ 
tion iineaire. Or 7, == ^ est une telle solution; les nombres de- 
iinis par la formule 

_ ex — di\ 
a\-^ bix 

oil a, 6, c. d out le sens que Ton vient de rappeler, et eeux-la 
seuiement, verifient done f 1 i Inequation = z. 

526. Glierchons main tenant foutes les fonctions analytiques de 
la variable z qui, mises a la place de 7, changent identiquement 
A' 2 (7) en z. Designons par z 0 une \aleur de z 011 Tune des fonc¬ 
tions analytiques cherchecs soit reguliere: la valeur de cette 


( 1 ) Si 1’on demancle seuiement les nombres 7 qui verifient ^equation k 2 (~]= v. 
et pour lesquels la fonetion sn( u | v) est la merae fonetion de u, en rejetant eeux 
pour lesquels la fonetion sn i ii j v) est remplacee par — sn(| e), on voit aise- 
ment, en s’appuyant toujours sur les formules (LXXII), que ce soul les nombres 
de la forme 

__ cx - di?L r 

~~ flX-T blX 

oil a et d sont congrus a 1 , modulis 4 . tandis que b et c sont des nombres pairs 
choisis parmi ceux pour lesquels on a ad — be — 1 , et ceux-la seuiement, qui re- 
pondent a la question. (Cf. Schwarz, Formules , p. 3i.) 
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fonction pour x = x 0 peut etre raise d’apres ce qui precede sous 
la forme 

— c x ( y -° 1 ^X'(xp) 

” J a x( y-o ) -f- bix'i x 0 ) 

ou a, b* c\ cl sont des nombres determines clioisis parmi ceux du 
cas i° du Tableau iXX 6 '). La fonction de x 

CX(/.l4- c/i\'( x) 

«x(/.) bi x'( */.) 

se reduit a t 0 , pour x = x 0 , et verifie identiquement Fequation 
k-{- — */.. C'est la seule fonction de x, reguliere en x 0 , qui sa- 
tisfasse a cette double condition; en effet, une telle fonction esl 
entierement d e term i nee, puisque Fequation k 2 (r) = x determine 
sans ambiguite les valeurs, pour x — x 0 , de toutes ses derivees. 

527. D'apres ce qu’on a dit an n° 520, on obtient unc solution 
des equations (sc) en prenant une solution de Fequation x - /r 2 (t) r 
par exemple la solution 7 = en cboisissant arbitral rein ent 
one determination de ^ s, — s 3 , puis en faisant 

- 2r5(o |-=) 

9 U > 3 = 

ou, ce qui revient au meme, 

x i‘x' 

w l— .- 9 w 3 = — ; 

V £ 1 — £ 3 v £1 — *3 

on a alors, comme on Fa vu au meme numero, 

e z = ! <*> 1; j = s a , — ~ - £ 3 - 

o Wj 

528. On peut sans peine deduire toutes les solutions des equa¬ 
tions (2) d une solution toco 3 ; en effet, une seconde solution 
co i7 co ' 3 conduirait a la meme fonction pu que la solution co { , 
co 3? puisque les deux fonctions verifieraient la meme equation 
differentielle et comporteraient les memes developpements en 
serie. Les deux fonctions p(u ] co 1 , co 3 ), j3(tt|to', co^) etant iden- 
tiques, les reseaux des parallelogrammes de periodes coincident: 
on en conclut que les nombres co', to' } sont proprement ou impro- 
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prement equi\ alents aux nombres oj 5 . ox : en cl 
toules les solutions cles equation <'y. » sent donne 
mules 


f GXIXg » 


a \ — bl x’ ck — dl d 



Li t r 


l Jso 

termes. 


oil <r/, b. c, d sont des en tiers assujettis a la condition ad — b<- - i. 
Les fonctions analytiques de y 2 , *0 que definissent les forrnule- 
precedcntes sont d'ailleurs les seuies qui, inises a fa place tie c-> 4 . 
to 3 dans les seconds memLres des equations (y.) transforment ces 
equations en identites. Le probieme propose est done resolu. 

529. Revenons main tenant a Tequaiion Id .x eta ce fait 

essentiel que, en supposant le point x dans le plan e eile se 
transforme en id entile quand on v remplace t par : nous alien- 
reunir ici quelques consequences de cette proposition, conse¬ 
quences qui nous serous utiles plus lard. 

Tout d'abord on a, en attribuant a { x. { i —x les significations 
qui ont ete specifiees ati n° 523. 





V I- 




id , 


X / 


en effel, pour chacune des deux egalites. les quatriemes puis¬ 
sances des deux me mb res sont egales. en vertu de legalite 

x = Id ■~j et, pour chacune des egalites. les seconds niembres 

sont, comme les premiers, positifs lorsque x est positii et plus 
petit que un; Fegalite, etablie pour ces dernieres valeurs de x. 
subsiste dans tout le plan ($), puisque les diverses fonctions que 
Fon considere sont holomorphes dans ce plan. On pent ecrire 
encore _ 

(CXIX.0 V>- - pdiy !• 

Des relations (XL,) on a deja deduil an n° 173 la relation 




i —v'A-'(t) 

i■+- 


( o 1 t ) — 2r 4 1 o | t: y 

&:;(<> 57i(0 { T , ' 
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■online on vient cie voir que, dans tonl le plan (e ), // (~rj 

-st o2'a! a { i — x. on a done, dans lout ie plan (e), 


important a la lormule (XXXVfl*), on cn conclul 


I eaalite 


i — p [ — -/ o q -j- •> q ‘J -+- 7 2:3 -4- 


I -r V'l — * 


l -4- 9 7 ‘ 9. q 1 


oil, dans ie second membre, on suppose que ^ — e xru est rernplace 


L'expression f, ] — qui esl evidemment ime fonclion bo- 

I \ ; I 7. 

iomorphe de x dans le plan (e), jouera tin grand role dans les 
ealculs ninneriques; nous la represenlerons par (3. Observons que 
sa valeur absoiue est plus petite que i, car, la parlie re el I e de 
{ i — x etant positive, le point \! i — x est a une distance moindre 
du point i que du point — i, et le rapport de ces deux distances 
n'est autre chose que la valeur absoiue de (3. 

530. On a de me me 


'ii # »_ ei'c- (J i X s 


x \ X / v ‘ 


En efFet, lorsque x est posilif et plus petit que un, Eegalite 
x = A -2 (-') entraine les e gables 

H(Z) = X, K'(0 = x', 

puisque Ki/r) et X, d’une part, K/(t) el X' de P autre sont alors 
representees paries memes integrates definics; mais, quand on 

regarde t com me eg a l a , K(t) et K/(t) sont, dans le plan (G), 
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des lonctions (de fonclion» • hulomorphes de x: les Xnliles s in¬ 
sistent done dans lout le plan ^e 
Dc la relation 

TT ~ ' / X 

10 -| = V 

•2 " \ 

on dcduit, en design an l par ^ X la racin e carree de \ deni la 
partie reelle est positive, el par | - la racine cairee urillnnetique 
de - 7 


(CXIX : > V -V -- | -77,(0 ~ : 

! 2 , X 

en efTet, les deux me mb res qui sunt des functions holumorphes 
de x dans le plan (e) sont positifs quaiid */. esi positif. plus petit 
quo un. Celle egalite, jo into aux precedentes, donne les relations 


{GXIX - 




V ! —X. p \ = I 


. I X 

J — 

; x 
/ x 

X 


d’ou, a cause de la relation (XXX\ I 5 ). 


( CXIX 7 ) •> p 7 -/, p t Y. I V x/ = | - S’! ( o j • 

531 . La premiere fomiule (XL,) donne immeiliaiement, en te¬ 
nant compte des formules (XXX\ IL) el (LXX1- n 

j h i 4 7 ) = - ?j 1 {O t -j 7 1 = - Tj p u - 1 i v k ■ 7 j 

(<*) \ . _ 

| = Im n )[i — \'k\ v)j". 

Vo jo ns ce que devient cetle egalite quand on j remplace 7 
par — 7 X et x' etant les fonctions liolomorphes preeedemment 
definies de la variable x qui est assujettie a res ter dans le plan • 
La fonction /c 2 ( 7 ) se change alors en x; A 2 ( 4^) se change done 
(CXiX 5 ) en 
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quantity qui. conimc nous Favons vu, est en valeur absolue plus 
petite que i. Designons aussi par Xj ce que devient X quand on \ 
remplace x par x { : a la verite y. k pent etre negatif et se trou ver, 
par suite, sur une coupure du plan (£); \j n J en est pas moins de- 
fini puisque 1'on a vu que la coupure pratiquee le long de l’axe 
des quantiles negatives 11 ’interesse pas X qui est defini dans Lout le 
plan flu 

Le dernier membre de l’egalite a transformer devient manifcs- 
tement 

7 X (' — V''> 

I 

Pour voir ce que devient le premier membre, placons-nous 
d'abord dans le cas normal ou ^ est reel et positif; 7 = /i’ 2 (t) est 

alors reel, positif et plus petit que 1 , et il en est de meme de 
3 4 = Ii 2 (i'z ); il est clone clair que dans le cas normal X 1 est egal a 
K ( 4 z ) comme X est egal a K(v). On a done, dans ce cas, Legal ite 


x 1= ~ X (i-fj/l — x)“- 

D ailleurs, quand x reste dans (cs), [3 4 reste dans (T); x 4 est done 
one fonction (de fonction) holomorphe de x; il en est manifeste- 
ment de meme du second membre de 1’egalite precedenle; cette 
egalite subsiste done pour toutes les valeurs de x qui appartien- 
nent an plan (£). 

En ecrivant X(x) au lieu de X, e’est-a-dire en regardant X comme 
un signe fonctionnel indiquant une operation a effectuer sur le 
nombre x, on pourrait ecrire le resultat precedent sous la forme 


(CXLX 


s» 




En se rappelant que K'(4 t) est egal a 4ixK(4-:) comme IV( 7 ) 
est egal a i~ K.( -j 7 on deduit de 1’egalitd («), la suivante 


K'(47) = K'(7)[n-v//7po] 2 . 

En designant par X, ce que devient x' quand on y remplace x 
par 4 o , et en raisonnant comme tout a 1’heure, on verrait que. 
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dans le cas normal ou j est reel et positif. ceite e^aliir devieni. 
lorsqu'on y remplace t par ~ * 

x'« — (j -7- {’ i —/. ' ; 

mais celte egaiite ne subsiste pas dans tout le plan paree qur 
la coupure le long cle Taxe des quantiles negatives intere-se f in¬ 
tegrate x'. 

532 . Pour ce qui est de la solution des equations y. . oil £,. 

£o, s 3 sont les donnees, solution qui est fournie paries formule^ 


03 , — x ^ _ i x' 

nous avons fixe arbitrairement la signification de \ £j —sans 
rien dire de —s 2 , \ s 2 — £ 3 ; convenons de prendre 

— z. 2 = y ,£ i — ^\/i — x, v^ ~ — V — 2s V *; 

les radicaux \'e { — e 2j \/e 2 —e 3 coincideront alors respectivement 
avecles radicaux y's, —s 2 , ^ £ 2 — * 3 ; on sail dejaque y e t — e > coin¬ 
cide avec y/s, — £ 3 . 

Choisissons pour {/s i —£ 3 celle des racines carrees de \ £ { — £ :: 
que Ton voudra, et prenons, en conservant pour y x la determi¬ 
nation specifiee plus haut : 

(CXiXg) 


a cause de la formule (XXXVI 3 ), on aura alors \ e K — e 2 = { £ { - - s 3 - 
Determinons enfin les valeurs de { £, —s 2 , { t 2 — 33 par les condi¬ 
tions 

(CXIX9) sj £1 — £ 2 = \/s l — £3 'sj 1—*a, p £ 2 £3 — i '\f £ 1 £3 \ v- : 

et les valeurs de l e K — e 2 , \ e 2 —■ £3 coincideront avec celles 

j t ' r 4 

de p s 4 —£ 2 , y £ 2 — £ 3 * 
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consideree 


y i — 7. sin ' 2 © 


comme fonction de x. 


533. Xous aliens main tenant etudier de plus pres les fonclions 


\ , -7. Sill- 




(1— Xji 


que nous designerons aussi par x(x), x'(x) = x(i — x). Ces deux 
fonclions soul (n° 524) holomorphes dans le plan (£); la premiere 
est holomorphe dans le plan (T), la seconde dans le plan (l 7 ). 

En supposanl que x apparlienne a (T) et que le cercle deer it 
du point x comme centre avec un rayon egal a [ h \ n’atteigne pas 
la coupure de (T), on petit ecrire 


i v. — h \ sin 2 o 


V' i — x sin- c 


en conservant a tons les radicaux le sens prescrit an n° 523; les 
deux membres sont, en effet, certainement egaux au signe pres 
et les signes sont les meraes pour les petiLes valeurs de h \ 1’egalile 
subsiste done tant que les deux membres sonl des fonclions holo- 
morplies de k. En developpant la quantile 


par la formule du binome, et en integrant entre les limites o et 
on trouve 

.. , i . . i.3 t . _ i .3.5.. .9.n — r T . 

\— fn = \ (7.i — - Ji h ~ --- 3 n h n 

A 2. 4 " 2.4. A/1 


on a pose 


sin 2 " g dv 


{i— 7 . sin 2 cp) 2 





0-\ D0>\\£ /;- ou 


TROL’VLIi 


11 est aise d'obtenir pour les integrales l u un-- lonnibo s 
duction. En in tea-rant entre u el - les deux nieiiibre- de IV 


d'z L* " ^ ' iD ^ ~- 


2 n —i y.\ i— r'-*: 


>/?--!> [ — x -::j -: 


on trouve 


i i — 7 . sin 



0 


sin-'- e </-z 


sin 2 "— 2 s rfc 


( i — /- sm- g i - 


— ■ •>.// — i 7.3 


-i I 


D’ailieurs, on reconnait sans peine qae les deux integrates qui 
figurent dans le second me mb re sont respeclivemenl eg ales a 
xJ w _u t — J /z , xJ v — J. v _i: Oil en conelut Fegalite 

( ‘in — i )( 7. -— x ) J [i — [ — ‘in < *:>7. — i ■ J — > ‘in — i J = «>. 

J 0 n 7 est autre chose que X ; tes fonctions suivantes J 3 , J^. J ;i , ... 
sont, a des factears numeriques pres, les derivees successives 
dex; la relation precedente n 7 est done pas autre chose qu’une re¬ 
lation lineaire entre trois derivees conseculives de X; en parti- 
culier, si Ton suppose n — i , on tronve que X x trilie 1 equation 
differentielle do second ordre 1 ■ 


v:) 


7.! 7.- 


bv 1 

civ. 


ch' 

-T- ! 2 7. - I ) -e- — 

; CiY. 


r = u. 


531. Cette equation ne change pas, comme on s’en assure im- 
medialement, quand on change xen i — x. 11 en resultc que X'<//.;. 
qui n’esl autre chose que x(i — */.}, verifie aussi Fequation (y;. 

(i) M. L. Fuchs (Crclle, t. 71, p. 91) a le premier applique les proprietes de> 
equations differentielles Iineaires a I elude des modules de periodicite des fonc- 
tions hyperclliptiques, el, en parliculier, a Fetude de la fonction que nous desi- 
gnons par x. 
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Le fait que cette equation (y) ne change pas quand on j change x 
on i —x n'esi pas is ole; elle ne change pas non plus quand on 

change x cn ~ on en et y en ysj*-, ou encore quand on 

change x en —ou en — r — ct y en rv i — x. 

^ 7. — I I X * ^ y 

Si, par excmple. en designant par y ± line fonclion de la va¬ 
riable . on pose 

Xj = —y > Vi = y V 1 — 7 > 

y sera ime fonclion de x qui s'obtiendra en remplacant x 1 par 

dans i'{ et en di\isant le resultat par i — x; on aura dans ces 
conditions 


dy 

~jv. 

r. 


civ. | 


h-i i r 

7 — I J -I-7 


dy , v 


civ. 

( 7 — I 


:]■ 


p in s 


7. i I 7 < — I 




d-,\ 

= v 1 ~ X(7 —- I j 


g272 — lj ■ <- 

d'/-i 


dji , i 


Ti 


x ^ 2 .X , I 1 


et Ton voit ainsi que, si la fonction y f -=f(x l j annule identique- 
raent le premier membre, la fonction 


sj 1 — 7. 



amiulera identiquement le second. C’est la proposition annoncee 
dans Fun des cas. 


o3o. Quoique cette verification suffise a notre objet essential, 
nous voulons indiquer Forigine des proprietes de cette nature. 

Observons d ahord que, si Foil regarde t comme Fune quel- 
con que des fonction^ analytiques de x definies par Fequation (j3), 
z =^ 1 : 1 , les fonctions K(t), K'(t) regardees comme des fonc- 
tions de x, a erifient 1 equation (y) : en effet, ces fonctions sont 

l n ° des combinaisons lineaires a coefficients constants 

de X, x'. 
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Considerons main tenant, outre F equation /3 . Fequdtion 

< 3i ) -/.j — k- .7. . 

et supposons que 7 et 7 f soient ties ionctions analviique- z . 
g\ qui \erifientces equations; Jes fonctions K 7 . l\ 7 d’une 
part, ies fonctions Kn 7 { n kb 7 { / de Fa litre veri fie rant re-pecti- 
vement l'equation 0 ' 1 et Feqnation 

d- r- . ,/r, 1 

I Yi ) X L { 7j — I • - - i 7 7; — l - -- 7 Vi = O. 

CIV. I d'A • 4 " 

Si, mai 11 tenant, en designanl par 7, p. y. 0 qua Ire nombre> en- 
liers dont Ie determinant a. 5— 3y soil positif. on eta blit enlre 7 
et 7 ! Ia relation 


cela reviei.it a etablir tine relation entre 7 et */.,, a savoir 



1 —r 



OU z = k- 



■■]= 


nous representerons. pour abreger, ces relations par z { -~zf -/_ . 
•/ 1 - F(y.)). On a d’ailleurs 

i K 7 7 j i __ ^ _ y I\< 7 s — 0 / K’< 7 i 
K(7i) " 1 a Ki : 1 — jSi’K'I7» 


et, par suite, en designant par 7 une fonction convenable de 7, on 
peut poser 

K(^!. - 7[aK(7^-'3iK'(7.L 
) -- j [y Ki 7j -- 3 i li r (z ij: 


il resulte de la que ies quantiles ^ lv( 7 ), :K / ( 7 i, qui sont evi¬ 
de m men t des combinaisons lineaires a coefficients constants de 
K(7,), K f (7,), si Tony regarde 7 comme egai a g>-[F(xj)], veritieront 
Fequation (v t j ; en d’autres Lermes si, dans cette equation, on 
commence par faire le cliangeraent de variable et de fonction 
defini par les relations 

j'i — z y> y -i 

011 dans z, 7 doit etre remplace par g 7), elle se transformera en 
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une nouvelle equation da second ordre qai admcltra les memes so¬ 
lutions K-.V). K£Y> que {’equation (y); la transformee sera done 
identique a cette equation (y). Cela revient a dire qne 1 ’equation 
y’j se change en efie-meme quand on y change x en / (xj, y en zy. 

Or, si Yon suppose que les en tiers a, [ 3 , y, 0 verifien t la rela¬ 
tion xo— -- i, on trouvera dans le Tableau (LXXXj), suivanl 
les six cas possibles, que la fonclion /(x) pent avoir les six 
formes x. , I, __L_, T - ~ 1 , auxquels correspondent, 

d’apres les formules ('LXXX :V ,'), l^s valeurs de ^ donnees par la 
formula ^ e’est-u-dire 1, ^1 — x, y/x, £1 — x, 1, y x. On n’a 

pas tenu compte pour ecrire ces dernieres valeurs du facteur (— i, 
qui figure dans les cas 4 ° et 5 °, ce facteur n’offrant aucun interel, 
puisque toute solution d’une equation lineaire pent el re multiplier 
par une constante arbitraire. 

On oblient ainsi les resultats memes que nous avions annonces 
et dont le-lien avec la theorie de la transformation lineaire appa- 
rait ciairement. 

On vo it de la rneiiie facon, en se re port ant an n° 531, que 
h equation (y,) se change dans l’equation (y) quand on y fait le 
changement dc variable et de fonction defini paries formules 

,vi = \yh v'd—-x ] 2 11 >• 



■. : ! C*esi maintenant un probleme qni se pose naturellcment que de clierclier 
a determiner Jes fonctions z el / de */., telles que {’equation (yj se change dans 
{'equation {7j quand on y fait le changement de variable et dc fonction defini 
par les equations 

Nous nous bornerons au\ indications suivanles : 

En design ant par des accents les derivees prises par rapport a x, on trouve 

imoiediatement les conditions 


. £ f (‘\f-i)f _ n -r 

r~" /-■-/ 

£ _ £ r __ l f" r 

z z J’ z f~ — f i f~—f 4 

la premiere donne, en integrant, 


~ 5 = G 


(* J - 

/' 


v 'lf 
~f ’ 


C est la constante d’integration. En portant cette valeur de £ dans la seconde 
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Observons aussi que 1 equation <1 ifferentielle *' 
type de 1 equation, etudide par (iauss. q n e \erioe b 

geometriqne < 2 i 


F{ a, £}.* 


a 3 


a( a — i' Si 


:qi 


martient dti 
erie lnpcr- 


dans le cas ou Ton suppose v.~ 'p - y - i. A ce point ci¬ 
vile, les proprieties relatives an chanuement de */. en - 7 ' , p - 

~ l —» i - - x, - ^ 1 ne sont qtie Fapplication a ce cas particulier fit* 
proprietes coniines de cette equation. 


o36. -Nous allons cliercher la solution cenerale de 1'equalion 
diffcrentielle (y'f. D'apres les prineipes que nous avons rappebA 
dans ['Introduction, on sail que. si 1'on considere un point x 0 , 
autre que les points o. i, il existe une fonction de */.. verifiant IV- 
quation differentieile i yy fonction qni est hole morph e dans toute 
aire limitee par nn contour simple ne con tenant ni le point o. 
ni le point i, qui, enfin, si Ton se donne deux nombres arbi- 


equat ion, 
or cl re 


on troiive, pour determiner /, liquation d 


'*rr- m-r-/ 




■/ J --fr 


f-'-ivnJ itdle du 



liic 


en reniettant */., a la place de ft t en ne speciliant pin- la variable i rid epe nil ante, 
eette equation se met sous la forme 


a dv. c/y, ( d z v. % dv. — civ., cV v .; — 3 ( d z v., dv. — dv.. d- v. , ( d- v., dv. - - dv.. cl- y . 
dv.\elvd ~ I Ch.\ - * ~7. y ' - : 1 chA - 0. 

1 L Fd-'^r ( *- - *r 1 

En remplacant respectivemen t y, /.. par k~, on met cette equation sous la 
forme que lui a don nee Jacobi 


a l- Id dl dk (dl cl 1 k — dk cl'l - 3 k-1- {cll cl- k - elk cl-1 ) (dl d- k ™ elk d-1) 

+ [(fA) V dk: - ( dl ] • 

On n’aurait aucune peine a former aussi liquation differentieile que veriiic c. 
Le lecteur reconnaitra sans difliculte que e’est liquation diflerentielle du troi- 
sieme ordre que doit verifier le quotient de deux solutions quelcon.fues de li¬ 
quation ( 7 ). 

(') Voir, par cxemple, la These de M Goursat Annales de VEcole .Xor male 
superieare, iSSi : supplement au tome X ). 

T. et M. — III. 
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traires pv py se reduit aj - 0 pour x - -x 0 , tandis que sa derivee, an 
memo point, est egale a y ' {) . 

D'a pres cela, si x 0 appartienl au plan (S), il y aura une solution 
de Fuqualion difTerentielle (y), holomorphe dans ce plan, qui, 
pour x ~x u , se reduira, ainsi que sa derivee, a des valeurs arbi¬ 
tral re men t prescriles : si ces valeurs sont celles que prennent, 
pour x = x 0 , la fonction X et sa derivee, ou la fonction X / et sa de¬ 
rivee, eette solution holomorplie dans le plan (S) ne sera autre 
que la fonction X, ou la fonction xh 

Xous designerons, dans ce qui suit, par C 0 , C i les cercles de 
ravon ini decrits des points o, i comme centres, par D leur corde 
commune: par fC 0 ), f C*) les regions interieures, par (O 0 ), (O',) 
les regions exterieures a ox cercles C 0 , C i , par (D 0 ), (D 4 ) les deux 
demi-plans, separes par la droite D, qui contiennent respeclive- 
ment les points o, i; puis par (C 0 C|) la region commune aux deux 
regions (C 0 ), (Ch); par (C 0 C t D 0 ) les regions communes aux 
trois regions (C 0 ), (C 1 ), (D 0 N ); . . . . 

Si Ton eh ere he a verifier Fequation differenlielle (y) par une 
serie de la forme up x -f- floX--r a n * n -j- . , ., on trouve 

de suite, en substituant, puis egalant a o le coefficient de x /2 ~ 1 , 
la relation 

(2 ?i)-a n — (n i)~a n —i, (n - i). 

On en conchu que, si Ton pose 

--= i, «!—(-) 7 . . ., a, 

la sornnie de la serie 

1 CXX, » a (y. i = a 0 -r~ Ujx -f-.. a n vJ l -e ., ., 

dont le cercie de convergence est manifestement (C 0 ), verifiera 
Fequation difTerentielle (y). On voit de plus que toute solution 
de cette equation, holomorplie dans (Co), se reduit a la fonction 
),( xi multipliee par une constante. 

On trouve une seconde solution de Fequation difTerentielle (y), 
en posant 

y — 4 p-O; -f- X(x) logx: 

rK z ) est une fonction inconnue que Fon va determiner tout a 


i. . i. . . ( 2 n — i)~ 
2-4.6. . . 2/1 
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1 heure; les theories Je M. Fuchs sur les equations dilirrenlielie? 

pennettent de p re voir que la function p. V, sera holomorphe 
dans (C u ); quant au coefficient _{ il a ete simplement intruduii 
pour la commodite des calculs. Quoi qu’il en soil, en purlani In 
precedenie valeur dans F equation differentielle > et en leiian! 
compte de ce que a x) est line solution de cette equal ion. on 
trouve immediatement. pour determiner pox’ , la relation 

i\' r ) 4 *< v- — i ) A (?.} — i t i — az'> [i (x > — ;ju z i = — 2 ■. z — i a z - - } z . 

Si Ton essaye de satisfaire a cette relation par une serie entieiv 
de la forme a 0 b 0 — ci K b K z — . . . — a n b H z n — .... uii les a n son I 
les coefficients deja definis, que Fun inlroduit iei en vue de re¬ 
ductions ulterieures, on trouve. en egalant dans les deux membres 
les coefficients de x"“L la relation 



(' GXXi ) ;jl( z ) — ai hi x ~ a 2 b 2 z- -r-.. - — a u b n z« — 

dont le cercle de convergence est evidemment (C 0 ] ? verifiera 
['equation differentielle (*0). 

On voit done que loute solution de Fequation differentielle (y), 
en particular les fonctions X, xh pourra dans (C 0 ) se mettre sous 
la forme 

( CXXi) X A ( z) — B [4 ;jl{ z ) -f- ). (z 1 logz], 

en designant par A. B des constantes convenables. 


S 37 . Avant d’aller plus loin, nous etudierons de plus pres les 
fonctions a(x), p.(x) de maniere a obtenir des valeurs approchees 
de ces fonctions, en supposant |z| <F 1. 

La formule de TV ail is fournit, pour tout entier positii /*, les 



in coalite's 


(*in — 1)7 


On pourra done poser 


a ;i ~ — — z n i 0 "d z n 

11 T. 


1 (± - 

T. \ 2 11 2 11 -+- I / 


et l’un aura I'egalite 


*CXX... Aiy. =1- 


i y- n ^ i , . , 

- y - l ('A) — I — -logll—-x) — S(X), 


• m s(V» est une serie entiere en x, a coefficients tons positifs, qu 
Ton pent ecrire sous la forme 


-y- 

n — 1 

etdont la somme est, par consequent, moindre en valeur absolueqiu 


•/.; y - (— 

J&d T. X 21 


211 2 11 -+- I 


! x | - (i - log 2): 


en se reportanla la valeur 0,69.3147*.. du logarilhme naturel de x 
on voit que Ton a 




Posons de menie 

b !t — 10 g ■ > — s' 


1 1 } En faisant x = - dans la formule (I,), on trouve de suile 

in = : 3C 

on f- (7^-j=%‘i 


, lim P, 


oil I* on a pose 

p — ( 27? — T ) ; ( m -P 3 ) 2 . ..( 2/1 -f- a a- — I ) 2 f 2 /? 4 - 2 A- 4 - I) 
1 ~ (2?l-f2) : (2/i + /|f...(2 /PhOTF) 2 ~~~ 

P P 

On a d'ailleurs. pour tout entier positif k, -- <1, —- > 1. 

2/l-hI 2 yi 




(' egal lie 
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u j: 


entraine la suivante 
(CXX 3 . 


lo^o 

• z —-— loii. i — x - r - x , 


ou T i (x) = 2^ 7 m * n est une serie emigre en x dont les co jfdcients 

n — 1 


-ik-" 1 " 


sont tons positifs: on a d’ailleurs 


’ T. ( X 1 


et des inegalites 


~n, 

n 


2 


i 

■in 


i 

‘in — r 



:: h ;: •, 


k n 



I 1 

m -in — i 


on deduit en suite 

2 I 

[r l (x) i < x ; - (I — Iog-2) (l—log 2 i C -5 jxA 

Ces expressions fournissent des valeurs d'aulant plus appro- 
cliees de a (x), ;x(x) que la quantile jx! est plus petite. On obser- 
vera d'ailleurs que 


qui est la seule fonction dont dependent les expressions appro- 
cliees de a(x) et de a(x), est une fonction holomorplie de x dans 
(G 0 ); le coefficient de i dans cette fonction est de signe contraire 

a celui de i dans x; ii est compris entre —- et ^• 

La par tie re ell e de a (x) s'oblient en retrancliant la partie reelie 
de s(x), qui est moindre en valeur absolue que de la parlie 

reelie de 1—™log(i — x), quantile qui dans (O 0 ) est toujours 
superieure a 1— ou a : cette partie reelie est done plus 
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grande qac ~; elle ne s’annule done pas dans (C 0 ), non plus que 
aO n trouverait sans peine que le coefficient de i dans A(y) est 
moindre, en valcur absolue, que Le coefficient de i est moindre 
en valeur absolue que { dans r i (y) et que dans p(xb 


538 * Puisque a i'xj ne s’annule pas, le rapport est, dans le 

cercle ^C 0 a developpable en une serie entiere cn y; il importe de 
demontrer que les coefficients de cette serie sont tons positifs, 
qu elle resle convergente pour y 1 et que sa somme est alors 
egale a log a. 

Tout d'abord, des equations differentielles que verifient A(y') y 
u y), e'quations qui pe 11 vent s’ecrire 


4 [(y — 1 )y a'(•/.)] a (x i — o, 

4 Jr [(y — 1 r* T<V)] — ja(x 1 - — — i) X'(x) ~ X(y), 


on tire aisement 




■ I)-/.[>.'(■/. I — X(y.)rj.'(y.)]j = A-[(x — 1) 5 . 2 (-/.)] ; 


puis, en integrant entre les Jimites o et et en divisant par 

y (1 — y*i A 2 r/.q 

, . ) , d y.(y. i _ r 1 

^y dyi ~ y ‘ x(g — x) X 2 (xj ’ 

Cette egalite montre, en passant, que, si y augmente par valeurs 
reelles de o a 1, va toujours en augmentant; en efFet, on a, 
dans ces conditions, 

< -J=z> 

V ! ___ x 


puisque le coefficient de vJ 1 dans le developpement de X(x) est 1c 
carre du coefficient de x n dans le developpement de — 1 — , coeffi- 

s/1 — y 

cient qui est moindre que un : la derivee du rapport est done 
positive; ce rapport croit de o a log2, limite vers laquelle il tend 



ON DONNE Jr or 


TRolTEIl T OL 


q nan cl /. tend vers 
appro cliees de a ; 


com me il resulte imnn'diatemenl d 

*JL I 7 . . 




L egalite (t\ montre quele developpemenl de P.s’olu lend rad 

aisement si Ton avail celai de —; cherehons d’abord cehb d.* 

A-l 7 ■' 

A 2 ( 7 ). Ln formant Fequation difFerentieile iineaire rpie \ orifice t 
les carres des solutions de Fequation r'\ on troave >yn< peine 


I-•> 7- .. I - 77 - ---- 77 - , i I - 7 7 

71 i — 7 1 , I — 7 •> 7- •: S-7 f 2 " 


et, si Ton clierche a verifier cette equation par line solution de la 
forme y. u - - y. K 7 a 2 7 2 - -. . . , on obtient aisement la relation re- 

currente 


( n -r- I A < X, v — i — y. n • — Jl" ■ ■ -• JLtl — \ V. u . 


qui, avec les conditions y. 0 --- 1 , at, ~ ~ > determine complrtemenl 
les coefficients y. n da developpemenl de a 2 7' . Tons ces coeffi¬ 
cients soot manifestement positifs, et [’equation recurrente 
montre, en raisonnant par induction, qu'ils \ont en decroissant: 
il en resulte que la fonotion 


(I — 7 1 a- < 71 — i -- \ %i — 117 -... -- •' y. n — a.,_j -7'' -r-... 

est de la forme 1— r p { 7— 3 2 7 2 — . . tons les coefficients 3 *. 
[ 3 2 , - . . etant positifs. Si Ton se reporte a la valeur apprucliee de 
A(7'). on voit que, lorsque 7 tend vers un, u— 7) a 2 (7) tend 
vers o; il faut done, lorsque 7 tend vers 11 n par des valeurs posi¬ 
tives, que |3 1 7 -• - p 2 7 2 -H. . . tende \ers un, ce qui, puisque tous 
les (j sont positifs, ne pent avoir lieu sans que la serie 3 * - s 3 2 —... 

soil convergente et ait une somme egale a un. Il en resulte que 
pour tout point de (C 0 ) La valeur absolue de t 3 { 7 — 3 2 x 2 — ... est 
moindre que un, et Ton pent ecrire 


1 

( ! — 7 ) A- { 7 ) 


n sc 



! tl ‘ 


le second membre est developpable en une serie a coefficients 
positifs; il en est de me me de 4 ^ y-~~ et de ; mais, quand 
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y. tend \ers i, ce dernier rapport Lend vers log 2; ii faul done quo 
la A*rie qui le represente soil convergente poor x - i, et ail uric 
somme eg ale a logx. 

. a (x ) , . 

Tons les coefficients de la sene qtn represenle - sont wi¬ 
fi eminent rationnels. 


539 . Puisque Liquation diilerentielle (y ) ne change pas quand 
on change */. en i — */, il esl clair que, dans le cercle (C| elle ad- 
mettra les solutions 

X (i ~ 4 ;a(ia (i — x)log(r — x). 

Les deux cercles ( G 0 '. 1 Cfi) ont one parti e comm line ( C 0 Ci), 
qui appartient tout entiere an plan (e ). Nous adopterons, poor 
cetle region, les determinations de logx, Iog(i — x) qui ont ete 
precisees an n° 523 ; en particulier, si x est reel ( compris cnlre o 
et i) les logaritlnnes seront reels. Dans cette menie region les so¬ 
lutions qu'on went d’indiquer doivent etre des fonctions lineaires 
a coefficients constants des solutions a(x), 4 p(x/ T~N(x)logx qui 
conviennent a la meme region, c’est-a-dire qu’on doit avoir, en 
designanl par A, B, Afi B ; des constantes, 

i a! i — xj A a(x i — B[4 [x( x; -- A(x) logx), 

{ 4 g* 1 .- x ' - A (' I - X) log( [ - X ) —: A' X (x) ~~ B' [4 [X (X ) 0- A (X) logxj. 


Nous determinerons ces constantes en supposant x reel. En 
remplacant, dans ces identites, )dx), p.('x), X(i — x), u(i - - x) par 
les expressions du n° 537 , elles prennent la forme 

ix> 1 i i 4 B logx. , . 

{ B — — ) logx- — -—-— log i — x ) — a(x) -- o, 



A' — 4B' log 2 


log(i — x)-- P(x) o, 


oil xx, el , 3 ix) designent des fonctions de x dont les valeurs abso- 
lues restent inferieures a des nombres fixes quand x s’approcbe 
de o ou de i, comme il est aise de le voir en se reportant aux li- 
mites obtenues au n° 537 pour £ (x), Tj(x) et en observant quo 
xlogx tend vers o avec x et que logx log(i —x) tend vers o quand x 
tend vers o ou vers i. 
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0 's donne k 1 or : 

Host clair alors, en faisant tenJre z suceessn ement \er> o >ju 
vers i, que les dernieres egaliles ne peu\ mil subs is ter ?ans quo 
les coefficients de logx. log(i - - */. ■ soienl nuis: on a ainsi aualr<* 
equations pour determiner ies constantes A. 1>. A'. IV. m bon 
Lr ouve 


A 


A-.iA-O B--g 
, 16 log 2 a - tt- 


B 


4 l0 : 


AB — A'l) 5 . 


On pourra, si Ton vent, resoudre ies equations Z * par rapport 

a Aix' . 4 afx' - }j logx ; on obliendra immedialement le iv- 
sultat en changeant dans ces equations in ernes x en i —■ x. 

Ces equations sont \alables tant que x reste dans ia region 
(G 0 Cf) ; dans le cercle fC<,h en dehors du cercle • <h . les func¬ 
tions A(i — x\ uui — X) n'ont pas de sens. Si Fon adoplait dans 
le cercle f ’C 0 b ou les fo net ions a(x •, u x ont une signification 
precise, com me definition des fonctions a i—x . phi — x ■ la 
signification qui resullerait des equations (b » elles-memes, on ne 
ferait que continuer ces fonctions en dehors du cercle de conver¬ 
gence (Ci i des series qui les de finis sent * n GS 51-52 

5-40. Les formules precedentes nous iournissent de nouvelles 
expressions des fonctions X, xb En effet, X elan l une foneLion ho- 
lomorphe dans le cercle fC 0 « ne pent diflerer que par un facteur 

constant de )hx ; pour x ~~ o, X est egal a V ? a x i a i; on a done 

(GXXoi * xix) — - a* x 

V '2 

D’ailleurs X 1 (x ) est egal a Xi i — x on a - a i i — x<; on a done, dans 
la region (C 0 ), 

( CXX- 2 1 x'(x ) — — ^4 a(x) — a i X > log --j • 

Cette derniere formule n ? est etablie que pour la region ( C 0 C { r, 
naais elle subsiste tant que les deux membres sont holomorphes, 
e’est-a-dire dans toute la region du cercle < ) qui fait partie du 

plan (G), ou encore dans le cercle i C 0 q lorsqu’on y a pratique la 
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ecupure qui va do point o an point — i: log ^ a sa valeui prin 
cipale. 


oil. La propriete cju'a ^equation (y) de se reproduire dans les 
conditions qui ont ete specifiees an n° oo 4 perme.t de nieme de 
dec!uire des solutions A»V), 4 ~^A(V)logx, valables dans Je 
cercle ■ d’autres solutions valables dans les regions (D 0 ), (Cj, 

< C 0 < D| . et il sera aise de relier deux de ces diverses solutions 
en les corn pa ran t entre elles dans une region ou toutes deux sont 
valables. 11 nous suffira de considerer les regions (D 0 ) et (D 0 C 0 ) 
qui comprennent le point o. 

I yr ! . . 

La region i'DQ est caructerisee par la condition | —- ! < L d 

res idle d'ailleurs du n° 531 que 1’equation (y) admet dans ceLte 
region les solutions 



La premiere fonction est reguliere an point o; en ce point elle est 
egale a i. si Lon adopte pour le radical la determination qui se 
reduit a i pour y. — o. On a done, aux environs de x = o, 



puisqu'une solution de Fequalion (y ), reguliere au point o, ne pent 
differer de A (*/.') que par un facteur constant (n° 536 ). Cette ega- 
lite subsistera dans toute la region (C 0 D 0 ) ou les deux membres 
sont holomorphes. 

Quant a la seconde solution, nous la remplacerons par la fonc¬ 
tion 



qui n'en dififere que d\m certain nombre impair de fois 
A ()? et qui, par consequent, verifie aussi Inequa¬ 
tion (y).Dans la nioitie du plan ( 5 ) qui fait partie de la region (D 0 ), 
F(x) sera une fonction holomorphe de x, en adoptant pour 




ox doxxe A- ou g. 2 , g z : trouver 7 or ^j. % 


W 


r el y i —x les valeurs I'principales) spdcifiees 
Envisageons, dans la region (C 0 D 0 b modifiee par la coupuredu 
plan (£), la solution F(x — 4 a'x' — a(x( logx de Pequation . On a 


F ( X ) — 4 a (x i - A < X ) log X — _{' 


I 

V L—X 
I 


y. I - X _ 
x— I 


X . . X . 

10"-/.*'x k>ux 

i x 


le second membre, si Ton tient compte des egalites 


A(x) 
se reduit a 


i 


V'i — x 


G 



L - - X ^ Y ~ 


L\ i -* 


X \ 


x - i / 


;i! x i 


a i x i io" 1 i — x : 


cette quantile est done line solution de lb'qualien : elle est 

reguliere an point o, s’annule en ce point: elle est done identi- 
quement nolle dans la region (C 0 D 0 ). Par suite, dans la region 
(C 0 D 0 ), modifiee par la coupure du plan on a 




4y/x A i x > logx. 


Les deux equations Tt/) permettent d'exprimer les fonotions 
a ( —E— ), jj. ( -_L_ j au mo yen des fonctions A(V. : a(x\. on inver- 

sement, et de continuer les premieres fonctions dans tout le cercle 
(Cob on les fonctions 5 jxh u.(x) dans toute la region ■ D 0 b a Fex- 
ception des coupures. II est aise d’en conclure d'autres form u les 

de passage, en changeant x en i —x, puis x en \\ mais nous nous 

bornerons a etablir les formulas de ce genre, pour les fonctions 
X (x), X ; (x), qui sont notre objet essentiel. 


542 . Observons d’abord que, si Ton veut, par exemple, relier le> 
fonctions x(x'), x'(x) aux fonctions X ( —j> \'( )? il con- 

vient de res ter dans une region ou toutes ces fonctions sont hoio- 
morphes : les deux premieres sont bolomorph.es quand le point x 
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reste dans le plan '' t? ); les deux secondes, quand le point —reste 

dans ce me me plan : les quatrc fonetions seront done hoi omorp lies 
si foil assujeltit le point*/, a res ter soil au-dessus, soil au-dessous 

de Faxe des quantiles reelles : car alors sera imaginaire 

comine */.: mais. si x etait, reel compris entre o et i, ^ seraiL 
reel, negatif, done Figure par un point situe sur line coupure de (g). 
La me me observation s’applique aux n ombres ^ ^ - > i — x, 

^ 1 — ; si x reste soil au-dessus, soil, au-dessous de Faxe des quan¬ 
tiles reelles, les fonetions Xix'i, X (^——Y x (^j ’ x ) 7 x ( 1 —*), 


\ I p 1 - b x' x. \ f ( j resteront toutes holomorplies. II 


eoDvient dm b server encore que le coefficient de i a le meme 

siane dans x, — 1 — et -—- et un sisrne contraire a celui-la dans 
1 */. v. v 

i */. 

-* i - - x. - — • 

x x — 1 


543 . X ous conviendrons, dans toutes les formules qui solvent 
et qui component un double signe, de prendre le signe superieur 
on le signe inferieur suivant que le point x est situe au-dessus on 
au-dessous de 1 axe des quantiles reelles. Supposons d’abord que 
ie point x appartienne a la region (G 0 D 0 ); on aura alors, en 
appliquant les formules fCXX 2 h 



dans le second membre de la derniere equation le logaritlime a sa 
valeur principale; on a d’ailleurs (n° 523 ) 


sui\ant que le coefficient de i dans -est positif on negatif, 
oa, si Ton veut, suivant que le coefficient de i dans x est positif 




uu neuaui . on a uunc. en lenani coin pie ues relations 7 


x ( To J - 7 t v'i-y-■ 

~ \ l ~~ z ' z • 

cFou enfin, en appliquant encore one fois les Tommies C\\_ . 

. x — — , / z — r . 

\ - — t I-/• Xi Y, . \ (-- ? — 1 l - /. \ •/. f ~Z l \ 7 . . 

X- 1 ; 7.- 3 

Les deux form ales a uxqu el les nous parvenons alnsi. ne sont eta- 
blies que dans la region ( C 0 D o : niais elles sont valahles tant que 
les divers me mb res restent holomorphes, c'est-a-dire tant que Ie 
point 7. reste soit au-dessus, soil au-dessous de Faxe des quantiles 
re elles. 

Si, dans ces Tommies, on change x en i - - x, et si Ton n oublie 
pas que les coefficients de i dans x et dans i — x sont do <igne< 
contraires, on trouve 


x '(T 


V' 3 Y. 


I X- I . - - , 

x ( - - ) — V * X- 1 — 7 - V V- X > 7 . . 

X [ V \ ' ) -- \ X I - 7. » _ £ X < I — 7. ■ ] - V X [X 7. / X r 7. 

On a d’ailleurs 



Finalemenl, on obtient le Tableau de Tommies qui suit, ou la 
signification do double signe a etc precisee plus haul. 


(CXXv ) 


x(l XI- X ( x . x'i I —7. f -- XI x ». 

1 x ( Tl.) ^ s '( tT ) - V p. 

; x ' (~~) ^ s ( .tT.) ”' T -*t*’* fx < x ,J - 

I X (gg ) ('- ) *-V*x'na 

■ 


r-“- v x- [x( 7 _i ; : fx'fxjj. 
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544 . II est bien aise de con cl are de ces form ales que le coeffi¬ 
cient de i dans le rapporl est loujours compris entre — i et 
-f- i. Placons-nous, cn efifet, dans le cas ou le coefficient de i dans x 
est posit if. On tire aiors des form ales (CXX ? ) 


y.) 
\ { v. ) 


d'ailieurs le coefficient de i sera negatif dans ; mais (n° 524 ) 

le coefficient de i est to a jours de signe contra ire dans x et —; il 

sera done negatif dans et positif dans le premier inembre. II 

fanl done que le coefficient de i dans —dy soit compris entre — i 

et o. On verrait de merne qu’il est compris entre o et i, lorsqne 
le coefficient de i dans x est negatif. On voit encore qu’il n’esl ja¬ 
mais nui, sauf dans ie cas ou x est reel, compris entre o et i ( 1 ). 


545 . Lorsque le point x en restant dans le plan (s) s’approclic 
d'un point determine d’une coupure, autre que le point o ou le 
point i, x et X ? tendent vers des limites determinees, puisque cc 
sont des solutions de Feqiiation differentielle (y), lesquelles peli¬ 
ven t toujours etre continuees le long d'un cliemin determine quel- 
con que ne passant ni par Ie point o ni par le point i. Ces limites 
apparaissent d’ailieurs immediatement sur les formules (CXX/,). 

Supposons, par exeniple, que le point x s’approclie d’un point 
xi de la coupure de droite, en restant dans la partie superieure du 
plan f c ’: on aura 



! . lUuis le merne ordre d’idees, il est aise de demontrer Ie theoreme suivant: 
Le parallelogramme dorit les cutes sont respectivement o, x, x -f- zx', rx' est de¬ 
compose en deux triangles acutangles par la diagonale qui joint les deux som- 
mets x, z‘x' si Ie coefficient de i dans v, est positif, par la diagonale qui joint les 
deux sommets o, x-r- z’x', si le coefficient de i dans x est negatif; lorsque x est 
positif, compris entre o et i, le parallelogramme est un rectangle. 



on donne fr r>u go 2 , gy; trouter t ou x.,- >07 

Les fonotions X i - :, \ - . sont continues cruand z -Ojnnroelm 

z //. , 1 ~ l i 

de y.i et tendent vers des valeurs reelles et positives x « — * 
x' ^- l - j; A= tend vers la valour reeiie et pusilbr ! „ . et i’^n a 


lim [x ■ z ’ = - r _= [x I — 1 — i< ( - 1 

V-~V.' J V Z; L *i ' *: 

lim • z — - l _- \ < — 1 • 
z = /-i ‘ V z : y -: 


Rien n’empeche de regarder ees limites comrne etant les valeurs 
de X: z, i, X ; (v.\ ) qni non l pas encore eh' definies: les fonctions 
x(z), xb x’, sont alors definies sur le Lord stipe rien r de la coup lire 
qni va du point 1 a — x, en suivant Taxe des quantiles positives; 

la partie reeiie du rapport - est encure positive, puisque 
x (~ J et x' ( sont positifs et la continuity montre que 1'equa- 
tion en 7 , k- x = v . { , est encore verifies quand on suppose 

_/x'fZj I 

X(Zi) * 

On pent, si Ton vent, modifier la definition du plan e - de ma- 
niere a faire rentrer dans ce plan le bord superieur de la coupure 
de droite; mais on n’v fera pas rentrer le bord inferieur de ma- 
niere que les fonctions x'(Vn x(z) soient anivoques dans tout le 
plan ( 0 ). 

On voit alors, sur les deux dernieres formuies 1 CXX-, o que 
si z tend vers le point y { en restant dans la moitie infeneure du 
plan, xi z , et x! \ z 1 tendent vers les limites 


\ 

V z i 




1 _, , 1 


Ov ' ' X, 

V /-i X 1 


— \(Zi ) - zi'x'rzij, 

= x\z;. 


La coup ure de droite devient ainsi une ligne de discontinuity. 

Les memes observations s’appliquent a la coupure de gauche, 
relative aux valeurs negatives de x : mais, pour conserver la syme¬ 
tric du plan ( G) par rapport au point il convient de delinir les 
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fonctions X x . \Vx), quand x s’approche da point x 2 de la coa- 
pure en restant dans la partie inferieure du plan; en sorle que 
pour eerie coupure, c’est sur le bord inferieur que les fonctions 
seront definies, par exemple, par les formules 


\ I Xr 


X I X 



i - x 2 / 



On fera encore rentrer le bord inferieur de la coupure de gauche 
dans le plan (t i. On voit alors que, si x tend vers le point, x 2 en 
restant dans la moilie superieure du plan, X(x) et X ; (x) tendent 
\ers les limiles 


V 5 


x 


1 

i __ 



— X(X 2 ), 

— x'( x 2 ) — ‘.u'x(x 2 ). 


La coupure de gauche devienl done, elle aussi, ligne de disconli- 
nuite. Les proprietes etablies pour fancien plan coupe (g) sub- 
sistent a pres les modifications qu’on lui a fait subir et qui per- 
meltent de regard er les fonctions X, X 7 com me definies partouf, 
sauf aux points o et i. 

Les formules ; CXX-, subsistent d’ailleurs pour Louies les valours 
de x, autres que o et i ; lorsque x est reel, il faut toulefois faire 
attention, pour les formules qui comporlent on double signe, a 
prendre le signe superieur on inferieur suivant que x est positif 
on negatif et a regard er, quand x est negalif, y x com me egal a 
— i \ — x,. et quand x est positif, plus grand que un, ^ i - - x 
comme egal a — / 1 ^ x — i !. 


oi6. Xous aliens maintenant envisager les fonctions analjtiques 
de x que Lon obtient en continuant les series entieres qui, aux en¬ 
virons d'un point x u du plan (&') non complete, coincident avec les 
developpements de X( x) et de X f (x). 

On voit sur Pequation differentielle (v) que I’on pent continuer 
ces series de proche en proche le long d’un chemin quelconque 
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ne passant ni par le point o ni par le point i . in a is traversal! t un 
no mb re quelconque de fois ies deux eoupures. 

Les Ionctions ainsi conti nuees n'ofirent pins, comirm x x et 
X^x), des discontinuities quand on traverse one des eon pares, 
mais ce ne sont plus des Ionctions univoques de x et etles ne coin¬ 
cident plus en general avec X >’xi et xVxb 

Pour les comparer au\ fonclions univoques X x et x x . consi- 
derons d’abord deux fonctions Y et /V Je la variable x qui, aux 
environs d’un point x 0 shoe en dehors des eoupures, admettenl 
les menies developpements en serie entiere, en x — x 0 . que les 
fonctions xX-f- 3 is!, y X -r- 3 i\'. oil a. 3, y, 3 designent quatre 
constantes reelles dont le determinant x3— 3y ne soil pas nub 
Fixons un chemin quelconque ( R j partant du point x 0 et ne pas¬ 
sant ni par le point o ni par le point i ; les fonctions v. i vb etant 
comnie les fonctions X, is! des solutions de l'equation diileren- 
tielle (y) pourront etre conlinuees tout le long do e he in in iPib 
Tant que ce chemin ne rencontrera aucune des deux coupures. 
elles ne cesseront pas de coincider avec les fonctions xx — 3 is\ 
y X -f- 3 is '; il resulte de l’etude que Ton vie n t de fa ire de la 
discontinuite des fonctions X, x', quand on traverse la coupure 
o. . . — co, que Y et i\' r coincident respectivement, apres qu'on a 
traverse cette coupure, avec 

y = (y. dz 2 3) x -f- 3 i\\ 

(7 — ‘2 0 ) X —0 IX # , 

ou it faut prendre les signes superieurs on inferieurs suivant que 
l’on traverse la coupure en allant du liaut du plan vers le bas, ou 
du bas du plan vers le haul; de meme, Y et zV, apres que Ton a 

traverse la coupure i. ..-j-cc, prennent respectivement les va- 
leurs 

ax4- f 3 q= 2x) txh 7 x ^ 3 = 27 ) txh 

ou il faut prendre les signes superieurs on inferieurs suivant que 
l’on traverse la coupure de bas en haul ou de haul en bas. Par 
consequent, en un point quelconque x, du chemin (Pi) les fonc¬ 
tions Y, iV peuvent etre representees par des expressions Lelies 
que + bis!, cX-f- dis\ ou bon rappelle encore que X, x' sont 
des fonctions univoques et ou les coefficients a, b, c. cl, dont le 
T. et xM. - III. 


1 4 
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determinant ad — be est egal a ao — [3y, dependent de a, [3, y, o 
et de la facon dont on a traverse les coupures; les differences 
a — a, b — 3, c — m d—b sont des fonctions lineaires de a, 
y. 3 dont les coefficients sont dcs entiers pairs. 

347. Si Ton vonlait se replacer an point de vue des n os 147, 
148, 119 et envisage? a, fi, y, 3 coniine les coefficients d’une 
substitution 



permettant de passer des nombres X, i\ f aux nombres y, zV, on 
pourrail dire que i'effet du passage par une cotipure consiste a 
multiplier la substitution S par Tune ou P autre des substitutions 

T“ 2 . Y x2 du n° 148; en sorte que la substitution ^ s’obtient 

en multi pliant S par un prodnit de puissances paires, positives ou 
negatives, des substitutions T, S. Un tel produit est evidemmenl 
une substitution lineaire appartenant an premier des six types du 
Tableau (XX G ). Reciproquement ( i ), toute substitution lineaire 

( * \ ) ou (_* _ appartenant au type i° du Tableau (XX 0 ) 

est un produit de puissances paires de substitutions T et V. En 
effet, conservons les notations du n° 148; on pent toujours deter¬ 
miner un entier positif on negatif ut tel que dans 1’idenlite 



ou 1 on a pose o. { = a— 2 uj3, yj = y— 2 p.3, la valeur absolue 
de soil plus petite que celle de j3; le determinant a, 3 — (fy 
est egal a i et la parite des nombres , y, est la memo que celle 
des nombres a, y. De meme on pent ton jours determiner un entier 
positif ou negatif v tel que dans Pidentite 



ou 1 on a pose t 3 { = ^ — avxi, b i = b — 2vy*, la valeur absolue 


{1 ) Voir Ia vingt-cinquieme Lecon du Cours autographic de M. I-Iermilc, d’ou 
: onl tires plusieurs des presents resultats. 
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de 8 | soil moindre que cede de x, : le determinant x, Y — 
est egal a i et la parite des nombres T. ?, est conserves. Par ro¬ 
pe li lion de ces deux operations on parvient ndeessairerneci a une 

substitution de la forme j Z Z } oil a'o’ est egal a i et ou est 

un nombre pair. Si x r est egal a r le tlieordme est demontre 

puisque ( * r ° j = Tv ; si x est egal a — i, ii suffira de multi¬ 
plier la substitution ( \ j par les mernes puissances paires 

de T et de Y pour parvenir a une substitution ou a'est egal a ~ i. 

548. Reprenons les notations du n° 516: nous aliens montrer 

que les fonctions Y. y' ne s'annulent jamais le long du chemin : R), 

et que la partie reelle de ~ est du me me signe que 20 — 3y. En 

effet ? posons x'=(a — af)x, en designant par a. u des nombres 
reels dont le premier est in 0 524) essenliellement positif; nous 
aurons 

y = a X -r bi x r = (a — b ;jl — b A i \ X. 

i y = c x — dix! = ( c — d\ x — d a i) x. 

Puisque X n'est pas nul non plus que a. on voit que ax — bix’ 7 
par exemple, ne peut s’annuler que si b el a soni nuls : s'il en etait 
ainsi Y serait nul sur tine portion iinie du chemin ? R) et, par 
suite, identiquement nul, cas que nous ecartons. D autre part, la 

partie reelle du rapport — est eg ale a 

A (ad — be') __ A (xo — 3*;i 
b- A 2 ~ ( a — b ix )' 2 A- A 2 — (a — b \x f 1 ’ 

la seconde partie de Fenonce est done e tab lie. 

On voit aussi, en passant, si i‘on imagine une aire limitee par 
tin contour simple contenant a son interienr le point 7. 0 , rnais non 
le point 0 011 le point 1 , e t si Ton delink les fonctions Y, 1 x' comme 
des fonctions Iiolomorplies qui verifient Fequation differentielle 
lineaire (y) et qui, atix environs de */ 0 , coincident avec 7.x-r 8 /x ; , 

yx - 4 - 0 f x', que le rapport - reste holomorplie dans l’aire consi¬ 
dered et que sa partie reelle v conserve le me me signe. 
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549. Supposons maintenant que Fon ait 

a = i, S = o, y ~ °> 0=1, 

en sorte que, an point x 0 , Ies fonctions Y, iY 1 coincident avcc X, 
ix: Ies valeurs qu’elles peuvent acqnerir en un point quelconqne 
du plan, en suivant, a partir de x 0 un chemin quelconqne, sont dc 
la forme ax-h bix! , c x *+■ dix', oil a, 6, c, d sonl les coefficients 
d'une substitution lineaire appartenant an type i° du Ta¬ 
bleau (XX G ); reciproquement, on pent lenr faire acqnerir toules 
les valeurs de cette forme, en suivant un chemin convenable, 
comme il resulte de la composition d’une substitution de ce type 
an moyen des puissances paires des substitutions T et V. Aucune 

de ces valeurs n’est nulle; enfin, le rapport ^ a toujours sa par lie 
reelle positive, et Ton peut, par consequent, construire les fonc¬ 
tions S ( r j Des lors, on voit que Fequation t) = x est 

l y r 

aussi bien verifiee en prenant pour v le rapport — que le rapport 
en effet, puis que 1’on a 


y , iX 

a -r~ b — 

x 

et que la substitution appartient an type i° du Ta¬ 

bleau (XX 6 ), on a 



resultat que la theorie de la continuation permettait de prevoir. 

oSO. Placons -nous maintenant a un autre point dc vue et en 
continuant de designer par x, X ! les memes fonctions de x, uni- 
voques dans tout le plan (e) complete comme il a ete explique par 
1 adjonction du bord superieur d’une des coupures et du bord in- 
ferieur de Pautre, envisageons Fequation 


ix'(x) 
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ou x est l inconnue el ou t est un no mb re donne dans lea a el le 
coefficient de i est posilif. 

Si cette equation admet une solution, celte solution ne pent 

etre que le nombre k 2 ?Y,, en vertu de I'identite en x. 


L x-//. j 

Pour savoir si A* 2 Vi est effectivement one solution, reniplaeons x 
par k 2 (7) dans le premier memLre de l eqnation proposee : ce pre¬ 
mier naembre prend unevaleurdetcrniineeT*. puisque XXXVII G . : 
le point k‘ 2 {/z) n est ni le point o. ni le point i. el apparlient par 
suite au plan (e) complete. Mais la me me i den tile en x, quand un 
j remplace x par k' 2 [~') 7 montre que Ton a A’ 2 -'a = A' 2 * rf; et. par 
consequent, que Ton peut passer de 7 a a, par une substitution !i- 
neaire du type i° : inequation proposee n'est pas necessairement 
verifiee, mais, le nombre 7 etant donne. il existe quatre no mb res 
entiers a, b, c, cl qu‘on pent regard er com me les coefficients d’une 
substitution du type i°, et tels que fon ait 

cxo. 1- dix't vk 
axw. ■ ~r~ bix \ 7 .• 


quand on remplace x par A" 2 (a): 011 encore, il existe un chemin 
ferme partant de x et y revenant, tel que Ton ait, pour x = A* 2 Y), 

“ ” YO/.I 


en designant par Y(x), y'(x) ce que sont devenues les fonctions 
x(x), x'(x) continuees ie long de ce c lie min. 

Inversement, toute equation de la derniere forme, oil Yon en- 
tend que y(x) et y'(x) peuvent etre obtenus par des continuations 
quelconques de x(x), x'(x} ramenant x a son point de depart, ad¬ 
met done la solution x = A' 2 (7). Elle ifen admet pas d'autres : en 
effet, Y, y' ne peuvent avoir que des determinations de la forme 
aX+ bix f , cX -f- dix' : ou a, b, c. cl sont des entiers appartenant 
au type i°; rnais fegalite 


i v f (x) 


c x (x 1 -r- dix'(y.) 
ax(zj — bix\x.) 


equivaut a celle-ci 


1(XJ 



X = k 



d*apres ^observation faite an debut de ce numero *, les nombres cl, 
— b, — e, a appartiennent d’ailleurs, com me les n ombres a, b, 
c, cl, an type i°; on a done 




'■ft) = 


L'equation ~q^~y = ou Y et y' sont les fonctioos dc x prece- 

demment defi nies, oil x est I’inconnue el t un nombre donne dans 
lequel le coefficient de i est positif, admet done la solution uni- 
eoque x = Id (t) et n J aclmet cjue cette solution . Ce resid lat, si¬ 
gn ale par Fuchs (*) est un point ires parliculier de la ibeorie 
des fonctions auxquelles LI. Poincare a donne le nom de fonotions 
fuchsiennes. 


III. Calcul effectif de t, w 1? to 3 . 

ool. Lorsque la valeur absolue de x est plus petite que i, les 
formules (CXX 2 ) permettent de calculer ( 2 ) x(x) et x ; (x). 


i Journal de Crelle , t. 83 , Lettre a M. Ilcrmilc. 

( 2 j Ouoique le calcul des x(x), x'(x) par les series a(x), jx(x), lorsque l’on 
a i'/. ( <i, ne soil pas avantageux, a moins que x ne soil ires pelit, il coiivicnt 
de completer un peu ce que nous avons deja dil a ce sujel (n M 536 - 537 ). 

Des formules ( CXX 2 ) on deduit immedialement les relations 

X (*/.) = ~ _ L log(i-x) -a(x), 

x'fy.) — 2 log 2 hXC. p(x), 

en posant 

n =. x n=. oo 

^ y ->=y l «„(io Sa -6jx-. 

72 = 1 ' n=l 

Les series que Ton obtient en remplacant x par i dansa(x), p(x), series dont 
les differenls lermes sont reels et positifs, sont d'ailleurs convergentes, comme il 
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Observons en passant que les deux premieres formu'e? CXX 
montrent que Ton a X ( j = x ‘ , • La vaieur correspond le de 

__V 

q = e x est e~~ ~ 0.0402 1 3q. . .: on en Jed nit 

( CXXI-j x' f - , — x f - j ~ - r- u — 1 . s j/t o-S. 

* *2 ' 2 '.1 ' 

Les formules (CXX 5 ) permetlent egaleraent de eaicuk-r diree- 
tement la vaieur de q lorsque le point y. est Tun de- deux point- 

comm tins aux trois lignes C,,. C s , D. Pour les racines J do 1Y-- 
quation — = */.. les deux dernieres de ces f arm ales fournis-ent 
en effet la relation 


resulte ties inegalites demon trees an n u 337: designons leurs sommos par am t 
?(ij; ces nombres seront, d'apres le second llieorcrue d’Abel (rd les limited 
respectives de a ( x), £ ( x) quand x tend vers 1 par valeurs positives plus petites 
que 1 . I! est aise de montrer que Ton a 

a {1 ; — r i \ ;) — — ~ 2 fog 2 — o, x S4 5. . .. 

11 suffit pour cela d’egaler Texpression de x'( 7 .) a celle que Ton obtient en rem- 
placant x par x— x dans 1’expression de x (x), puis de supposer x reel, posit if 
plus petit que r, et de fa ire tendre x successivement vers o et 1 . 

Ces valeurs de a ( 1 ), 3 ( 1 ) permetlent, en raisonnant com me au n° 553, d*evaluer 
facilement une Simile superieure de 1’erreur que Ton com met en ne conservant, 
pour ie caicul de x (x) ou de £ (x), que les premiers tenues du dcveloppenicnt. 
On a d'ailleurs, en remplacant les coefficients de a (x), 3 (z) par leurs valeurs 

approchees a 1 -d- pres, 


0,107 3 oz 
0,029 I 1 x- 
0 j 01 3 27 yd 
0,007 55 x* 
0,00 \ S 7*/. 3 
0,oo 3 4 oz G 
0,002 5 oz 7 
0,001 92 z s 


0,096 57z 

— o,o?>o Sqz- 

— OTI-i q-Vd 

- o,ooS 77 x* 

- 0.00 3 75 Z S 

— 0 , OOq 06 yd 5 

— 0,0c 3 02z 7 

— 0,002 34 vd 
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on en deduit q — 


ie - = zb i X o,o 65 829. La relation 


x 


e 


que Foe petit deduire de chacune des deux dernieres relations 
(CXX 4 ). met d'aiileurs en evidence ce fait que les deux quantity 


x 



sont imaginaires conjuguees. La form tile X = ~ 2 f:j(o) permet de 
calculer la premiere d’entre elles. On trouve 


(CXXI 3 ) 


( x (e 3 ) = 1,543 69 dz i x o, 4 1 3 63, 
I \'{e 3 ) — t , 54 3 69 i X o, 413 63. 


Les nombres decimaux contenus dans ce numero sont approches 
a une demi-imite du dernier ordre pres. 

D'une facon generale, les formules du Tableau (CXX /( ) per- 
mettent de ramenerle calcul de x(x), x ; (x) au cas 011 Lon a |x[< t• 
En effet, les inegalites 


ix|>I, | ! ^ | > ^ 3 


X 

X- I 


>1 


entrainent respectivement les inegalites 


<1, 


<1, 


en sorte que, x etant suppose different des deux points communs 
aux trois lignes G 0j G*, D, un au mo ins des nombres x, 1 — x, 

x _j_ j. ? ~ — v * ~~v — est m °i n ^ re que 1 en valeur absolue; desi- 

gnons-le par x, ; les fonnules (CXX 2 ) permettront de calculer 
X< Xj K x en appliquant les form ules (CXX4) on en deduira 

X(x), X'(x). 


oo2. Mais il vaut mieux porter l’effort sur la determination du 
nombre 

X' 


q = e 



ON DONNE k' OU gg. I TROUVER T OU ‘j 

Quand on aura, cn etfet, determine q, on aura X par la formaie 


on la serie qui figure dans le dernier menibre converge ires rapi- 
dement pour peu que q soit petit. On aura ensuite 


ou il faut prendre dans le second membre la valeur prineipale du 
logarithme, puisque, dans le premier, le coefficient de / est coin- 
pris entre —t: et t: : cette fornnile deterininera dune X quaoJ on 
a ealcule cj et X : tout est Lien ramene an caleul de q. 

Observons en passant que, connaissant q, on pent avoir, en 
designant par r un no mb re rationnel quelconque. a calculer q r 

l 

(XXVIII 3 ); en particular, on pent avoir besoin de q’ % pour le cai- 
cul des fonctions Un, IzJii). La determination de q r ne com- 
porte aucune ambiguite; elle depend, il est vrai, de la valeur que 
Ton choisit pour Fargument de q ; mais e’est toujours la valeur 
comprise entre — tz et 4 - - qu'il faut prendre pour cet argument, 
en vertu du theoreme demontre an n” 344. 


553. Nous aliens d’abord donner line serie entiere qui permet 
le calc ul de q, quand on a ;xj < i. (Schwarz, For males, p. 54-66.; 
Dans ce cas, on a, a cause des formules (CXX 2 ) ? 


r J = e 


x = e 


a 1 -/.) 
A > 7.1 


-f-los 


1G _ 


a */. 


—r e A1 y * ‘ 

lb 


y . \ 4 ;jl (' */. > 

1 6 / 1 ' a (*/.) 


4 'j. (7.) 1 - 
A (X ) 


/ 

\ * 


On a vu d’ailleurs, an n° 638, que y~j est developpable en one 
serie entiere en x, dont on pent obtenir autant de termes que 1 on 
vent; en remplacant et ordonnant suivant les puissances de x, on 
aura une expression de la forme 


? =X 


n = l 


(CXXI,) 
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oil Lous les coefficients C u sont ratio on els ct posilifs. Cette form ale 
esl evi Jemment valable tant qne Ton a |x |<i; de plus, lorsqifon 
suppose que x ten cl e \ers un par valeurs positives croissantes, 

le rapport tend (n° o 38 ) vers log2, done q tend alors vers 

dp e 5l0?2 = 1; il faut pour cela, puisque ions les coefficients C /2 sont 

n — x 

posilifs. que la serie J? C n v. n rcstc convergente pour x = 1 ct que 

n = l 

<a nomine soil egale a 1. On pent d’aiileurs calculer autant d(‘ 

coefficients que Ton vent et fon Irouve 


1 



3 2 



G. 


3 1 


20 \ 8 


On observera qne, si fon calcnle q par celte serie en s’a r re tant 
an terine en x", Ferre ur commise sera moindre, en valour absolue, 
que 

p= x 

, x7 " i ~ 1 ! ^ 0 n ~~p — | v. n+1 |(r — Gi — Go — . ,.- - C rt ), 

P = i 

e'est-a-dire, pour les valeurs de n egaies a r, 2 , 3, 4? moindre res¬ 
pective men l cjue 

ii AA:.,V|. 11 ®? I -/.3 I. 

SO 1 32 " LO*i4 ' ' AO.j8 

En verlu des formules (CXX ; ), on pent ecrire 




7 > 

tJ. 


il resulte de la, quand on suppose a la fois j x | < 1, 
que Fon a 



« -1 n =1 


X 

X — I 


< C 


Cette identite, si 1 011 ordonne suivanl les puissances de x, con- 
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duit a la relation 




\ /? — — a /? — ) „ 

-—-— . 

I . 2 . j ’* “ 

1 n — i • i n — 2 .... i ^ 


1.2. . . i /if — E 


qui permet de calculer C :i au moven de Cj. C>. C 7 _ f lor 

est pair. 


Oo 4 . Quand ■*/. est plus petit que i. on peot tuut aus-u fa«:ife¬ 
me nt calculer la valeur d'une puissance positive qnelconqne de q. 
Soil, en effet, r un nombre positif que l con que; on a XXY 1 H : ; 


q>‘ — e “ x = e *■ y - x e . 

on log’ — doit etre remplace par sa valeur principale: dans ce- 
conditions, on a 

e ifc = — . 

iu r 


en designant par i6 r un no mb re positif et par *// la determination 
specifiee au n° 523 ; on aura, par consequent. 


(CXXI,) 


a y. 



11 est clair que 3 e second membre est ie prodtiii de x r par tine serie 
enliere en x, donl les coefficients sont tons positifs, que eette 
serie doit rester convergente pour x = i, et que sa sonime est 
alors egale a i. 


En particular, pour r 
qui suit 

(GXXIa) q 1 


on aura Fimportant developpement 



nz='J 


ou Ton sait que tons les coefficients o n sont rationnels et positifs, 
et que Ton a 
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On trouve sans peine 


Oi= 2, 


en raisonnant d’ailleurs comnie tout a l’heure, on recommit qu en 

j. 

prenant, pour calculer q\ im, deux, Irois, quatrc tenues, on 
com met des erreurs respectivement moindres en valeur absolue 

que 




76 ^, 


200 1 
512 


v*\ 


4096 v 


355. Le precede que nous avons indique pour calculer o 0 , o,, 
So, So, . .. n’est pas le seul qu’on puisse suivre : 

Reportons-nous, en effet, a la premiere des relations (CXIX.,) 
que ]'on peut ecrire 

J/x, JL 9 11 — 

(i-r' 2 y+ 2 f- 2 4-...) ^ 4 -T- ^ -t- <7 4 -t-...; q — e x w . 

yr 

Xous savons qu’il existe une serie entiere en )Lt, savoir 



n =0 

J. 

qui, mise a la place de q !{ dans l’egalite precedente, la transforme 
en une identite; en egalant dans les deux membres les coefficients 

des memes puissances de^’> on obtient une suite d'equations 
qui permettent de calculer de proche en proche les coefficients o 0 , 
o 1: o.j. .... Crest ce procede qui met en evidence, par une gene¬ 
ralisation immediate d’un the ore me celebre d’Eisenstcin, ce fait 
interessant que les coefficients o n sont des nombres en tiers ( 1 ). 


(*) Voicij avec les petites modifications necessaires ici, le resume de la de¬ 
monstration du tlieoreme d’Eisenstein, d’apres M. Her mite (Cours autographie 
de la Sorbonne). 

Supposons que y soit lie a x par la relation 
(I) y = 

hi 

oil i, j peuvent prendre toutes les valeurs entieres positives ou nullcs, oii h*s 
coefficients A- ; - sont des constantes parmi lesquelles A 0j0 et A 0jl sont nulles; sup- 
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5S8. Xous ailons main tenant Jonner une serie entiere q n i p^r- 
met le caicul de q dans tons les cas. 

La relation (CXXL’i 



posoDS qu’on. puisse satisfaire identiquement a celte equation ea rernplaoaet r 
une serie entiere en x de la forme 

( 2 ) y ~ x — y. : x — % _x'- T. im x' — ... 

les coefficients a 3 , a t , .... a B , ... seront des fonctions entseres a coefficients an¬ 
tlers des coefficients A. , en sorte que, si ces derniers sont des nombres entier:*. 
il en sera de meme des coefficients x„. 

Soil, en etTet. en designant par p un entier positif el en supposant en general 

“...1 = 

yp = x p ( 2 I}) -r- x 1>p x — y p x'- — x Rj? x"- —..., : 

il est clair que x np sera une fonction entiere a coefficients en tiers de x . x ..... a 
inddpendante de x n ^. 1? a ff _ 2 , ...: en substituant dans Feqeation <'i ; , il yient 

y = X 1 A : . x . x : -'i~ r : 

/. /.« 

par suite, si 1’on fait m -j- i = f y tz, et que Ton egale dans les deux me mb te¬ 
les coefficients de x m ~', il viendra 





sous le signe ^ du second membre, j doit etre au moins egal a i; par suite, le 
premier indiee m -h i —i — j est au plus egal a m; il n'atteint cette valeur que 
pour i — o. j = i; mais, par hypothese, A 0 t est mil; il n'y a done pas, dans ie 
second membre, de terme en x m _ t = x m , et les termes en x. )J _ 1 _.__ i . qui y figurent 
sont des fonctions entieres a coefficients entiers de x i? x,, .... x^_,: si done ces 
quanlites sont des fonctions entieres a coefficients entiers des A 1; , il en sera de 
meme de x m ; or, on a x 0 = A, 0 , x, = A, , x.,— A, 2 x^-e A..La proposition 

V */- ; — 

est evidente. Elle s’applique au cas actuel en supposant x = — > y = \- q et en 

prenant la premiere des equations (CXIX ; ) et Fequation (CXXI o ) pour les equa¬ 
tions (i) et (a). 

M. Hermite s’est occupe recemment des series (CXXI. _) et de quelques autres. 
(.Bulletin de la Societe physico-mathematique de Kasan, serie II, tome VI. 
Entre a utres res ul tats, il etablit le caractere rationnel et positif des n ombres C n , 
au moyen de la transformation de Landen, et montre que les nonibres a 1 " C„ sont 
entiers; le caractere entier des nombres o n en resulte. Lnllustre geo metre donne, 
d’apres M. Tisserand, les valeurs des douze premiers nombres et en signale 

de curieuses proprieties aritlimetiques. 
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suppose j x j <1 i; si cette condition cst verifiee, elle pent, en 

_ x’ 'y,i 

supposant q = e 4 s r/ - ) , etre regarde e com me une identile cn */.. Si, 
en regardant pour un instant t coniine la variable independante, 

on suppose j reel et positif et si l’on determine x par la condition 


{G, - q'f CK 


^ i ji jyj 

^2i o I ^) _ 9. q'■> -T- '2 q i -*r 1 q ’* -h. . . 
h) “ I -H 2tJ -h 2q*-\~. . . 


q — 


ia valenr de x sera manifestement re elle, positive, plus petite 
que i, on aura d’ailleurs (n° 550) 

i'x'fx) _ 
x(x) - T? 

et, par suite, pour toutes les valeurs de t considerees, 


= 2 - 




Si dans cette identite on change t en on aura, pour les niernes 
valeurs de t, 


-= S' 


\/k(f { z) 


et, par consequent, pour toutes les valeurs de x reelles, positives 
et inferieures a un, 


n ~ oo 

V’ -N / 4«4-l 

n = 0 


en posant, comme on I’a fait au n° 529, 

a _ i ’s/1 x 

- -n=- 

1 -r~ V I — X 

L avant-dermere egalite, etablie pour toutes les valeurs dc x 
qu on a specifiees, subsiste taut que les deux membros sont des 
fonctions holomorphes de x, e’est-a-dire dans tout 1c plan (f?) • on 



pourra done, au in o ins theoriquement. calcnler 7 nans X- 

eas par la formule 


(CXXI 4 ) 



557 . Xous allons monlrer qu'on pe li t Loujours s'arr f ;n^er pnur 
que la serie qni figure dans le second inembre de la iFnnule 
(CXXI 5 ) soil Ires converg ente et que. en nit-rne temps. q soil 
petit. 

La chose apparait claire ment quand les donates sont les no mb res 
y 2 , Vo. On pent, en eflet. supposer les racines s !; s 2 . s, ; ra ng*V> 
dans un ordre tel que les quantiles z { — e ; > , s { — m . 

soient rangees par ordre de grandeur decrois-ante, e'esl-a-dire 
supposer que Fon a ' z : X i —z X i, on encore que le point z 
appartient a la region (C 0 C|D 0 ); il sufiira pour cela, upn-s avoir 
figure le triangle forme par les trois points z l: r 2 . s ;i . de placer s 2 
au sommet qui reunit les deux plus petits cotes. s { an soiiiniet qui 
reunit les deux plus grands. 

Pour nous rendre compte de la rapidite de la convergence de 
la serie envisagee, lorsque z appartient a la region C 0 C } D«> on 
a sa limite, nous cliercherons d*abord a determiner le maxi in urn 
de | JB [. Cette derniere quantile n’est autre chose que le rapport 
des distances du point { i — z aux points i et — i ; quand le 
point 7. reste dans la region (C 0 C 1 D U ), ie point { i — v. reste 
dans une region qui est limitee par la eourbe que deer it le point 

1 — z quand z decrit la limite de la region : cette 

limite se compose de deux parties, d'une part Fare dti cercle Ci. 
compris a Finterieur du cercle C 0? qui va, en passant par le 
Xi — — 

point o, du point e 3 au point e 3 , et, d autre part, la portion 
de la droite D qui s’etend d'un de ces points a Fautre. Quand 
le point z decrit la premiere par tie, le point i — z reste sur le 
cercle C 0 et le point pi — z decrit le petit arc du cercle C u com- 

T:/ 

pris entre les points e~ 12 et e 12 : quand le point -/.decrit la seconde 
partie, le point { i — -/. decrit r.n arc de eourbe qu’il est aise de 

construire et qui relie les deux points e e 12 ; 


une etude 
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sommaire de cette portion de courbe monIre ( { ) qu’elle est com¬ 
prise to at entiere a rinterieur da cercle G qui est orthogonal an 

T zi Ki 

cercle C 0 et passe par les deux points e 12 7 e 12 . Quand le point x 
reste dans la region (C 0 G, D 0 ) ou sur sa limite, le point {/1 — x 
reste done a rinterieur du cercle G et n’atteint cc cercle qii’aux 

deux points e 12 et e 12 . Or, sur le cercle G, le rapport des dis¬ 
tances aux points i et — i reste constant; ce rapport prend nnc 
valeur plus petite a rinterieur de ce cercle ; done le rapport 
des distances du point (/1 — x aux points -b i et — i, lorsque ce 
point { i — x reste dans la region considerce ou sur sa limite, est 

_5_f nf r _7C/ 

maximum pour les points e 12 et e I2 ; mais on a, pour {/1 — x = e 12 ? 


/ 7 t 

- e-'* 


IJK _17Z 

e 2V -+- e 24 


— —i tans 


2 \ 


et. par consequent, tant que x reste dans la region (C 0 C, D 0 ) ou 
sur sa limite, on a 

|?| = tans 5 <u- 

Quant a la xaleur de | q | pour la meme region, elle est manifes- 
tement inferieure ou egale a 

in-hl 


co 



//—0 


s ''i esl voir que cette portion de courbe est decrite par le point 

_in _ 1 

e 4 (2 cos it ) * quand la variable reelle u va de — ^ a -+- ~ . Quant au cercle 

C', son centre est le point sec — et son rayon est egal a tang —. Lc point doit 
etre interieur a ce cercle, ce qui se traduit par Tinegalite 


( sec --< 

\ I 2 


r. 4/- 

4 \/ 2 COS 


=«)■ 


4 


< tang 2 — • 


C’est un probleme de nature eiementaire que de montrer que cette inegalite « 


verifiee quand u varie de — ^ a ■ 
o 



yj-' ■U'J.'X JC. ft Ul 


I Ul J L > JL. U 


et. par consequent, a 

or, la serie dont la valeur absolue figure dans le second me nidi »* 

n'est aulre chose que la valeur Je q pour •/. = e ‘ J . valeur qei a 
ete calculee au n° ool : on a done 



7 = c - 


pour tons les points x qui apparliennent a la region C 0 C.D,, . 
on a sa liniite. 

Dans ces conditions, en calculant q an mo\en cles v premb m 
termes de la serie, on coiinnet une erreur egale a % 5 v 1 ^ j 
quantile dont la valeur absolue est moindre que 


e’est-a-dire que 

I 3 Vi ~ 1 




I *s 



I 



puisque Ton a vu que ^ o /2 ( ~ ) est egale a i. On trome 

#z = 0 

ainsi que, en prenant un, deux, trois, quatre termes. 1 erreur 

eommise est moindre que 

I|g-3 -L'g'o 222 I 3 113 l£2d! O IT 
•2 1 1 • 5 iG 1 * 5 r> * ‘ 8190 1 ‘ 


done surement plus petite qu’une unite du quatriemc. Imitieme. 
onzieme, quinzieme ordre decimal. 

Pour les valeurs reelles positives de x 5 plus petites que -k mi 


aura 


o <; 


ym [ 


I 

10 


I 

“20 


T. et M. — III. 
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558. At ant ealculc q. X, X' pins 10, = -===? 10 ; > = - 7-.:-... ■ _ 

\/Zl—Z ;i v £ 1— £ :{ 

on obtiendra y, par la for mule (CX 2 ) par exemplc, ou ia serie 
en q- converge rapidemenl puisque q- csl plus petit en vale 11 r 

absolue que ou, raicux encore, par la for mule (XXXIX, ); 

on obtiendra en suite r i3 park formule (XXVIII,), v Ag ^ k’ : K, K', 
E, E' par les formules (CX 1 X.* <6 ) et (CII). 

On a ainsi loutcs les quanlit.es necessaircs pour le calcul dcs 
functions 2 q A sn, cn, dn, p, .... 

559. Ce qui precede suffirail a la rigueur ; Lou tefois, il est sou- 
vent avantageux de ne pas fixer tout d’abord, comme nous l’avons 
suppose, Eordre des quantites $<, s 2 , s 3 par les conditions 

ou bien, si e'est le nombre x qui est donne directement, comme il 
arrive qtiand on se sert des functions de Jacobi, ce nombre pent 
ne pas satisfaire aux conditions j x | < | x — 11 <f 1; il est done 11 e- 
cessaire d’expliquer avec des details suffisants comment on pent 
cependant ramener les calculs a se faire avec la in erne facilite que 
dans ie cas precedent. 

Il convient tout d’abord de completer les observations que nous 
avons deja. faites sur la f’acon dont les points——, i, —-—, 1 —x 

1 X- I X I - /w • 

X — T , 

—-— correspondent au point x. 

Con venous de dire de deux points qti’ils sont symetrlques par 
rapport a un cercle quand ils sont situes sur un meme diametre 
et q if ils divisent harmoniquement ce diametre, ou encore, ce qui 
revientau meme, quand ils se changent I’un dans Ikutrc, parPin- 
version dont le cenlre est le centre du cercle et la puissance le 
carre du rayon du cercle. Cette definition comprcnd la definition 
de la sy me trie par rapport a un axe; elle ne s’applique pas a la 
sy me trie par rapport a un point, pour laqueile nous conservons la 
definition habituelle. 

La verite des propositions suivantes ap par ait immediate™ eni 
sur la figure. 

Les points x et 1 —x sont symetriques par rapport au point 1 • 




I * I Z — I , . . 

Les points-et—-—■. svmetriques par rupporl aa point - * soul res- 

pectivement les svmetriques par rappoi t k 1 'axe des oimnliLs 
reelles et a la droite f< D ■ da point symelriqu * da point z par 
rapport an cercle C 0 . Les points — — et ■ — - -yrnetriqi:es r ar 

rapport au point l -> sont respectivement les svmetriques par rap], or: 



a Paxe des quantites reelles et a la droite du ^ \ melrique du 
point x par rapport au cercle C|. Onand le point z decut 1 unc 

des trois lignes C 0; C s? D. les points i __ y » 1 x * y 

decrivent aussi, cliacun, q uelqu one de ces trois lignes. 

II esl aise, cPapres ces remarques, de dresser le Tableau suivanl. 
Les six regions dans lesquelles pent se trouver Pun qnelconque 

des points x, U i - x, Up- SO nl enumerdes dans la 

eolonne verticale cpii porie en tete Tatiise de ce point, et les six 
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points sont ion jours respectivement dans les regions donl les sym- 
Loles figure nt dans line meme ligne horizon tale; amsi, si Jc point x 


:*st dans la region (C'J, 

le point - 

—- est dans la region 

(Co). 

y. 

■ 

i 


*/. — t 

v. 

y. - i | 

y. 

i — y. 


y. 

ic ) < n,) ! 

(c;) 

(D,) 

(c.) 

(Ci) 

f c. < d, ) | 

(C„) 

C Do) 

(C',) 

(C.) 

Ci’ .Cj 1 

CD,) 

(C'„) 

(Co) 

(D„) 

rc;.« iC,) 

(D u ) 

(Co) 

(Ci) 

(D,) 

i D„ ) (C„) j 

ce',) 

(C,) 

(D,) 

(<"„) 

(D,I (C'„i 

CC,) 

(C',) 

(D„) 

(Co) 


Chaque point qui n’est pas sur line ligne de separation appar- 
tient a la fois a trois des regions (C 0 ), (C' 0 ), (C f ), (C,), (D 0 ), 
(Dj), c'est-a-dire qu’il se trouve dans i’une des six regions desi¬ 
gnees, d’apres nos conventions, par les symboles (G 0 C* D 0 ), 

(D 0 c;c 0 v (g.d.c;), (c;d 0 c 0 ), (C^Cod;), (d^c,). n re- 

sulte du Tableau precedent que, si le point x esl dans la premiere 
region, les cinq points ? -? —-—? i — x, -—- sont re spec ti- 
venient dans les cinq suivantes, et que, suivant que le point x est 
dans la deuxieme, la troisieme, la quatrieme, la cinquieme on la 
sixieme, c’est le point — ? 1 — qni cst dans la 

premiere; designons, dans tons les cas, ce point parx 0 . On obser¬ 
ver sur le Tableau (LXXX 5 ) que x 0 est precisement egal a la va- 
leur que prend l 2 dans le cas dont le nuraero cl’or dr e est cel u i de 
la region ou se trouve le point x. 


560 . On calculera d’abord la quantite 


(CXXIL) 


■ V 1 ~~ Xq 


qui sera, comme on Fa vu an n° 557 , plus petite en valeur absolue 
que puis la quantite 


n ~ co 



n ~ 0 


(CXXIb) 


Q = 



ON DONNE L~ OL* ^". 2 ? « TROt'VEU 7 01 V., 0 > 2 iQ 

qui sera plus petite en valeur absolue que—. puis les quan/Ts 
x(x 0 ), xV/. U; . t = } com me on Fa explique au n ,>j± X> 

form ales (CXXp fournironl les valeurs de X */. , X z an rn v 
de x(z 0 ), x7z 0 », et celle de T an moyen tie 7 : on en dfuuit i*e\- 

1 l\‘V. * 1 _ i V‘ •/. 1 ; „ 

pression de 7 — — au mo\cn de T = —-■* et cehe ue i an 

moven de 7; ces expressions sont de la forme 

c — >Iz — r --- a t c— f * r 7 

a -r- uz d — u i *1 — v r 


ou <7, bj c, d etc/, b\ c\ d' designent des iioniOres entior>: le** 

trouvera, pour cliacun des six cas en\i*ages. dans les deux der- 
nieres eolonnes du Tableau suivant:, ou I on doit prendre, ainsi 
que dans toutes les formules suivanles, les signes supdneurs ou 
inferieurs suivant que le coelticieni de 1 dans x * et non dans x 
sera positif ou negatif : 


(GXXIIi) 


NL'MLRUS 

d'ordre de 
lu region 

V. LSI DAN> 

la region 

TAP [SESSION 

de y., au 
moyen de x 

EMT.LSSKA 

de T tr. 
mu yen de t 

LXPi'.LlrS:ON 

de 7 au 

a.oven tie 1 

1. 

1 Vu V 1 D 0 ) 

7. 

7 

T 

It. 

1 Go V j D 0 1 

X 

7.- l 


7- 5 — y 

III. ... 

( e;c; d p 

S 

7. 

1 — - 

T 

I ZZ T 

tv. 

1 'X C, D„ 

1 

1 — 7. 

_ 1 

T 

V. 

CoC.D,■ 

!- Z 

1 

l 

T 

VI. 

iC’.GiD, ■ 

7. — I 

7. 

[ ZZ 7 

l 

zz i — r 


561. On pourra, si l’on veut. calculer cj a a moyen de ' Toute- 
fois, il est avanlageux de fuire les calculs numeriques au moyen 
des series 5(v | t) plulot qu’au moyen des series S(v 7 ) a cause 
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tie la rapicle convergence des premieres; aussi convient-il de don- 
ner pour cliaque cas Fexpression des series .^(v | t) an mojen des 
series S('r Tj. Cette expression rcsulte immediatement des lor- 
males de transformation lineaire (XLI 1 ), dont les quatre premieres 
peuvent s'ecrire 


_ h' i'-rzi 

i \ a h T e a '~ 1 

s' a' — b’r 

i a -r- b'T e n '+ b '' t 

b’ 7 ~i 

t" v — b 't e a '+ l, ' T 


| T) — 5 i ( 
S>,.. l( >|T) = 2r s ( 

T ) = 4 ( 

Sv-M (p | T) = Sr, ( 


' r 

C -+- d’ 

u —r- b' T 

a' b' t) 

' \> 

j c'-H c/'tN 

a' -i- b’ x 

1 d-t- b' t/ 

' <’ | 

c’ -+- cV tn 

a -- b 'T 

cv -f- 6'xy 

p 

c'-P- r/' r id 

b'r 

4 - T) 


Lorsque x est dans la region III, par exemple, on a, d’apres Ie Ta¬ 
bleau (CXXII,), 

T 


de sorte que les nombres d, b f , c r , cV qui figurent dans les for- 
niules precedentes sont. d = i, U = dz i, d = o, cV = i ; la parile 
de ces nombres, qui verifient la relation dcV — b f c f = r, monlrc 
que Ton est dans ie cas 3 ° du Tableau (XX C ); en sc reportant aux 
formules (XLII C;7 ), on a done immediatement 



en tenant compte des valeurs 1=2, p.~i, y — 3 correspondent au 
cas 3 ° du Tableau (XX 6 ), on obtient ainsi les formules suivantes (‘) 


{ CXXHg ) 





r i 

i = T 1 


_-4- ILlZE-i 

1 1 V 1 ±TF 1±,f .^((; | T), 

______ i>- 7C / 

\/ idzr e J±r 5 3 (p | t), 

_±l±Ei 

Vd-xe 1=fcT Sr 2 (p 1 t), 

'' sj i ± t e 1:±T 2 t 4 (p | t), 


» j On arrherait au mime resultat en decomposant la transformation consideree 
en transformations de la forme Tziz r, — - (n° 191 ). 



donxf- /;- fa g,, g :j : troiteji r or % , ^ 

oil les radicaux cloivent cl re determines de iacon ore ienr r 
reelle soil positive. 

Lorsque zest dans Funedes regions I. II. Hi. IV, V. VI. 3a r 
des coefficients a . V, cb cV de la subsli tution Hrieaire rrii do; 
an mo yen de T nous place respectivement dans les cas i . an 
5’’, 4° da Tableau (XX 0 Y Si 1* on tient compte de cette rema: 
on d ed nit immediatement des form ales de transformation fin 
(XLII), par un calcul semblable an precedent, les formal* 
Tableau (CXXIItp place a la fin de FOuvrage, qui se rappr 
aux cas ou z est dans one rjnelconque des six regions envisa 
On a ainsi ce qui est micessaire an calcul des foliations 
cn, cln poor one valeur elonnee de Fargument c. 


-arile 

.0 . 

•que. 

?-*•. i pc 

?s do 

rtent 
gees, 
n. 


o62. Si Ton a affaire aux fonctions p : X ^.on pourra 

les supposer construiles avec les deini-pjriodes to, = — x 7 — , 

\ e — ^ 

o) 3 = _ . On pourra aussi les construire avec des demi- 

vm — s 3 

periodes equivalentes; en appliquant les formules < CXXf , nous 
aliens montrer, dans cbacun des six cas qui peuvent se presenter, 
comment on pent former au movers de X<;z 0 b xbz t F de telies de mi- 
peri odes P-i, a 3 equivalentes a in,, 03 3 : a ces demi-periodes corres¬ 
pond ront des quantiles 11, 3 h 3 , demenie que r li; r a correspondent 
a toi, 03 3 ; on pourra calculer n, au moven de p, et de 0 par la for- 

mule (XXXIX,), puis il 3 par la relation Hi P 3 — H 3 p, = d’ail- 

Jeurs, Tjj, t j3 s’expriment lineairement au moven de H t , H : > paries 
monies formules qui expriment o) { , u« an moven de p,, P 3 ; toutes 
ecs quanlites pourront done etre regardees com me connues. Le 
plus souvent on deduira les fonctions d(ii ; p s ,p 3 ), d^\u\ Pi, P 3 j des 

fonctions S' | xj par les formules dc passage (XXXIII 5;C ), dans 

lesquelies on suppose t, q, to,, w 3 , T t! et r = re m pi aces respec- 

li vein ent par T, o, p,, P 3 , II, et V = —; on sail d ailleurs que 

1 ‘2 Hi 

d (u | Pj , P 3 ) est identique a d(u j 03 s , oj 3 ), et que les trois lonctions 
d a (ii | P ( , P 3 ) sont les trois fonctions d { (u | w l5 co 3 ), d«iu j o>,, w 3 ), 
d^(u\ oi j, 0 ) 3 ) prises dans un ordreconvenable: cetordre se determine 
par la parile des nombres a, b : c. cl an moyen des formules(XX 5 , 0 )- 
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Les fonclions construites avec les demi-periodcsn t, £3 engendrenl 
des quantiles E, ; E 2? E 3 , \/e { — E 3 , ...,dc memo que les fonclions 
construites avec les demi-periodes to 3 engendrcnt des quantiles 
e { , e«, \'e 1 —e 3 . les quantiles E,, Eo, E 3 coincident d’ail- 

leurs dans leur ensemble avec s f , £ 2 , s 3 , puisque, en lanlque fonc- 
tions de u, les deux fonclions p ( ^ | £,, o 3 ), p ( m | o> 1 , co 3 ) sonl 
identiques. Les quantiles Ej, E 2 , E 3 , y/E,— E 3 , . . . scront, dans 
cinque cas particular, exprimees sans ambiguile an moyen des 
quantiles dont le sens a ete precise anterieurcment, et cela au 
moyen des Tableaux (XX C _ 7 ); bexamen de chacun de ccs cas par- 
ticuliers montrera que Ton a toujours 


i CXXI l c 


X ( x rt ) _ r '\'(v- 0 ) 

V'Ei — k 3 V^i— 


563 . Examinons chacun des six cas particuliers qui peuvcnt sc 

presenter. 

Cas 1; x est dans la region (C 0 Cj D 0 ). 

Cas II; x est dans la region (C„ G', D 0 ) : | •/. | < r , | x — i | > 1 , 
y- : < '/•— i |. On pose, conformement a la definition adoptee plus 

haul pour x 0 . 

y - X .. _ X 0 

X — C ‘ x 0 ~ l * 


11 resuile de la que y/ 1 — x y/ 1 — x 0 est egal a ± 1 ; il suffil 
de faire la figure dans ce cas et de se rappeler les conventions re¬ 
latives aux radicaux (n° 523) pour voir que l’on a 

V 7 I — * sj 5 — x. 0 = I j 's/T—y y 1 — y. 0 = [. 

Dans ce cas, les formules (CXX 4 ) donnent done 

X(x) = w--/. 0 K(X 0 ), x'(x) = v/i — *0 [X(Xo) =F tx(x 0 )], 


_ V I •' 1 X f X 0 ) sf I — y. 0 

- — „ „ ■ : : -, t * , 3 = -y=[lX(x 0 )±X(x 0 )], T = T d= I . 

V £ 1 £ { V £ l— £ 3 


is poserons 


o, — v t —^oXf/p) v/i —Xo iX (x 0 ) 

-1 - : — r > -q 3 = —7=—; 

V -1 ~ -3 V £ l~ £ 3 
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les relations precedentes cievienneni a lor 


d'oii 

r j = a 

on a anssi. si L'on vent. 

on vo it done bien que -2 a { . 2 £> :{ soul cl es peri odes de d a coin me 

2 CO ! . 2 (j) 3 . 

Les coefficients a, X c, d de la substitution iindaire qu: duone 1 
en fonction de t sont 

a — ;. b — o. r =r ; ^ . d ~ . 


r .. — _i u- — m : 


Par consequent. en se reportant aux Tableaux XX . on a. e:i 
tenant compte des formules tCXlX-p. 

d’ou 

La premiere des formules (CXXll -) per met d ecrire les expres¬ 
sions de Q n l > 3 sons ia forme annoncee 


(CXXtI 5 » • v'XXT 

l,r= 


0 x l ' y ’ ( ' 1 o — 1 X ' Z 1 -- - 

V El- K;; V E 1 - E > 

II convient d'observer cjne Ton a, dans le cas actuel. 


O _ 1 — yi- y-j = V I - * —I = _ 3 
I -f- V 1 — 7 0 d 1 — 7 -r I 

et, par suite, 

O — q. 


en sorte que, an point de vue de la convergence des senes S. on 
ne gagne rien a faire la transformation precedente; il vaudra lout 
autant faire les calculs coniine dans le cas i°. ou */. est dans la re¬ 
gion (C 0 C,D 0 ). 
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Tonte replication est desomiais inutile : il suffira d’ecrire les 
resultats. 

Cas III. Le point x est dans la region (C' 0 C',D,) : 

•;Z| > I. ] I -•/-!> I . | * ' > | I — *1, 

I - 

y., = - > \I/.q sjv. = 1. ,% = 

x /. / 1 

1 +• 4/ J — ~ 



X I X 1 = V' y -0 [ X ( X 0 ) ± i X' ( Xy ) ], X'O) = \/ z 0 X' (*/-o ), 


?x'(x 0 )\/xo 


X f 7-u ) 

- — w l -t- t,J 3 - --3 — — . - ■ ~ 

sjl 1 — £3 

15 1 = r i 1 ~ r j3: a 3 = x j3 , 

Ei=£ 2j E,= £i, E 3 = S.j, 

V ; Ei — 1-3 = v'-l — S 3 \/v-, /e 2 — E 3 = “ V^l - 

V 7 e 1 — E 2 = — * V^l — £ 3 /1 

£V/s 713 Le point x est dans la region (C^C' D 0 ) 

I z j > r. I 1 — X ! > 1 , | x | < I I — z !, 


'■ to 3, 


-Xu == , z = X °"~ r , So ,~r 1 V 1 ~ V - 


Xo 


if I 

'- h \/ '-TIT 


{/xu y i —x = i, 

XI X 1 = x'(xo) vx-o, x' ( X) — [x(x 0 ) q= *x'(x 0 )] s/y. 0 , 

n _ _ X (x 0 ) \/x 0 *x'( x 0 ) /x 0 

— I — — to j — 10 3 — -— > £l •> = to j = —- ———r ~ . —? 

t E 1— £ 3 t V S 1- s 3 

H 1 =zizr /I — t i3 , II3 = r ih 
E| — *>, Eo = 83, E 3 = £1, 


v E, — E. = i — £3 v' l — *> /e 2 — e 3 = — jVsi • 


V'E! — u 2 = ± \/z 1 — * s 



OX DOXNE k- OU g.,, g-- ; TROlYER T OL' Ojj, 0-5 

1 . Le point x est dans la region . C (J C 3 D s : 

J x ■ < i. i — x <! [, . x > ; — x . 

x ■ x = x 

O _ _ x ' y - • 

l \ 11 - 

V / E ! — K :i = / V i| -S.i- 

Cos VI. Le point x est dans la region <C ( . C, D| : 

' x ! > i. i — x O . ! * ' 7 • • — v - ' 

X — I _ I V 7 , J—p __ f c. _ i z 1 , 

X i — x„ ‘ \ X — i 

X('X) = V i— At [ x' ('Xj ) =z /\< x t( >]. X , • — V i /-,) X ! X 

_ _ X ( X , ) V I — X. ^ _ x ‘ A> v 1 ~~ x 

i V l i — o ' V 2 i * * 

y/Ei — K:- — / V’^i — i 3 \' X. V E 1 £ ' j V 1 ~~ v " 

V Hi — SO = * V S 1 s -> 

Dans les deux cas I et II, et dans les deux cas A et A I. la 
convergence des series est la meme *. il suffira d employer dans, un 
cas et dans F autre une seule et meme transformation. 

Les quantites \ E 3 — E : >, \ E 2 — E 3 , { E 3 E 2 sont entieremenl 
determinees (XXXVI 3 ) des que Foil a fixe le sens de \ u { . qm 
pent etre clioisi arbitrairement. On pourra les exprimer an moven 
de y / £| _s 3? ^ x, ( i — x, dans les six cas, des que 1 on aura fixe le 


— 1 ~~ v 7 - 

1 V 7 - 

X * • X ‘ = X x .. 

r\' X 

i\ A — o 
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sens ile la premiere cle ces quantiles, ce qui fixe le sens de \/ (.0 { , 
cam me on la vu an n° 332 ; on n oubliera pas que — s 3 doit 
etre une racine carree de — ^3 •' ^ es expressions chercliees 
s'obtiendront aisement e ns idle an moycn des resultats du n° 332 , 
des formules (CXXIL,) oil Ton fera 0 = 0 et enfin des fonnuJes 
(XXXVI 3 ). 

50 -i. li v a. dans la pratique, deux cas parti culi creme nt inleres- 
sants : cel 11 i ou les trois nombres z { , z- 2 , S3 soot reels et celui oil. 
Fun de ces nombres etant reel, les deux aulres sont imaginaires 
conjugues. Dans ces deux cas et y :f sont reels; inversement, 
si y et y> sont reels, on est necessairement dans Tun do ces 
deux cas. 

Dans le premier, x est reel et, s’il est compris entre o el 3, x cl 
X sont reels, positifs; ii en est de me me de y, qui est, en outre, 
plus petit que 1. Si x est compris entre o et y 5 on sera dans 1 c 
cas I, et I on applicjuera done les formules du Tableau (CXX 11 ) 
dans ce cas I. Coinme on a 

r ^ — I — 2 [ [ 

- -r—- _ 0,0864-27 < —, g - e-K < 0,04321 5 < — ? 

(-t-V'2 10 

ies series seront Ires convergentes. Si x est compris cnlre y et i, 
on sera dans le cas V; on poser a done 

x 0 = [ — x, 

et Fon appliquera les formules du Tableau (CXX1I) dans ce cas V. 

On pent to 11 jours supposer qu’on soil dans un de ces deux cas, 
en rangeant c,, s 3 dans un ordre convenable (n° 337); cel 
ordre revient ici a prendre soil £1 > s 2 > s 3 , soil s 3 > s 2 > e,. 
Xous conviendrons de faire toujours la premiere de ces deux hy¬ 
potheses. Le lecteor trouvera, dans les Tableaux de formules 
(CXXIII) et (CXXF\ ) places a la fin de I’O uvrage, la reproduc¬ 
tion des formules ainsi oblenues qui sont d’un usage frequent; 
les quantiles reel les et positives y sont raises en evidence. 

loutefois, en adoplant les conventions du n° 343, on pent trai¬ 
tor aussi le cas ou x etant reel est positif et plus grand que 1, ou 
bien est negatif. Si Ton a 2 > 7. > r, on est dans le cas VI; mais, 
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comme on 1 a fait observer, ia con\ergence des series esl la me rue 
dans les cas \ et A I; rien n'cmpeciiera dune d'aduplvr la trans¬ 
formation du cas A : pour eette dernicre transformation. 3, <~‘l 
seront negatifs. Si Foil a x > :>. on est dans le cas Of: on adop'er i 
alors la transformation do ce cas HI. 3 0 et 0 seront reels et posi- 
lifs. Snpposons enfin que x soit ne&atif; si Foil a — i < x < «_». un 
sera dans le cas 11 et Ton appliquera la tran>fonnalion Fin ea- 1: 
on posera x 0 = x ; 3 0 et q seront negatifs: si. enfin, on a x <;— : . 
on appliquera la transformation du cas IV; 3 H etq seront positiL. 

060. Si. y 2 ot y ;t etant reels, deux, des nombres z { . s 2 . soni 
imaginaires, on prendra pour la racine reelle et pour e, = v — b* 
celle des deux racines pour laquelle le coefficient de i est posit'd': 
on aura alors = A — BV s 2 = — 2A. et. par suite. 

_ i , 3a . 

• > ' '2B 

La par tie reelle de x etant x et i —x seront des imaginaires 
conjuguees; de me me X et de me me encore to, et w, ; : on a. 

en effet. 

V n — S'; = \ Alii — c ; \ •>:*: 

done 

X I x ! e * \'i x O ■' 

0) . —,— , r.j . -=-— 

-2 B \ > B 

On pent fixer (n° o 20 ) pour — s 3 celle des deux determina¬ 
tions du radical que Fon vent; il en est don", de me me de \ 2B: 
on prendra sa determination aritlimetique. Si Fon se reporte main- 
tenant aux remarques qui ont ete faites an n° o 23 sur la position 
des points X : X f , on reconnait de suite que les droites que Fon 
designait alors par OA, OA' font avec Faxe des quantiles posi¬ 
tives, dans le cas acluel oil x est situe sur la droite D, des angles 
moindres que 7? et Fon voit ainsi que Fargument de x(x ) est 

compris entre 0 et 7 si A est positif, entre o el —7 si A est ne- 

gatif; dans le premier cas, Fargument de to, esl compris entre o 

et —- > dans le second entre —7 eL —dans les deux cas, la 
4 4 2 
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pariic reelle de co, esl positive, le coefficient de i esl negalif. Ce 
coefficient esl, en valeur absoiue, plus petit qne la par lie reelle 
Jans le premier cas, plus grand dans le second. 

Les nombres coj et to ; > elanL imaginaires conjagues el y^, y ; j ieels, 
r tl = fco 4 ; y 2 , yfj et r l3 = wi> 3 ; y 2 , y 3 ) sont anssi imaginaires con- 

j agues. 

566 . Pour eflectuer les calcals on n a qiGa appliqner les Ta¬ 
bleaux precedents. Mais on pent aussi suivre nne autre m a relic 
particulieremenl a van tagense dans le cas actuel. 

Observons d'abord que, le point x elanl sur la droite D, les cinq 
. i0 ; n ^ _ y i. , 1, _!—, i — v tuL seronl sur la circonference du 

cercle C 0: sur celle du cercie G 1? ou sur la droite D elle-memc, 
comrae il resulle du Tableau du n° 569 . Si nous clesignons par x, 
fun de ces points situes sur la circonference du cercle CJ, le point 
x — */ M sera situe sur la circonference du cercle C 0 ; il en sera done 
de meme du point \ i — x,, et, par suite, la quantile 

r, l — Vl — X , 

sera pnrement imaginaire; mais alors la quantile Q, definie comma 
etant la soniine de la serie convergente (GXXL,), 



n =0 


sera elle aussi purement imaginaire. L 1 availLage qu’il y a a calculcr 
avec des quantiles purement imaginaires pour former les diverses 
constantes dont on a besoin ct les fonclions S’ esl evident; il 
sera d'ailleurs aise, line fois ces constantes et ces fonctions auxi- 
liaires connues, de passer an moyendes transformalions lineaircs, 
aussi facilement que dans le cas general ou le point transforme 
eta it toujours dans la region (G 0 Ci D 0 ), aux constantes ct fonc¬ 
tions qu’il s’agit finalement d’obtenir. Toulefois, comnie le point 
xi n'est plus necessairement dans la region (G 0 C { D 0 ), on pourrait 
craindre que la convergence de la serie qui definit Q an moyen 
de r p { ne fut plus tres rapide; nous montrerons qn’elle esl encore 
bien suflisante pour les besoms des calculs numeriques. 
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567 . 11 est necessaire de distinguer le cas ou le point z est an- 
dessoas de Paxe des quantiles reelfes. et ceiui ou ii est au-lessu-. 
Dans le premier cas, A est negatif. z 2 et. par suite y ?i . est po-ilil : 
dans le second cas. s 2 et *' a soot negatifs. 

Supposons d : abord que nous soyons dans le premier ca-. Le- 
points O, 1 , L de la fi£>\ 3 represen tent re-pec ti Yemeni les point- 
o, i, ~ du plan (<s . On a figure les deux e erode- C,,. C. qnl -e 
coupent en E, E : la droite D n'est autre chu<e que la droi’r 
EEb Soil M le point z; soil M' le point symOrique de M par rap¬ 
port a L, c 7 est-a-dire le point i — z; soient P ^ point* Of; k- 
droites OM. OM’ renconlrent le cerc’ieC.. O el 1* !e^ p<‘>int> -u 


Fig. 3. 


/ 


O'Z- 


\ / 
pv-Arg 



. f.i 


les droites DE DP renconlrent le eercle C 0 : la figure PQ P O e$! 
un rectangle dont le centre est en L; on reconnait de suite que 

les points P, Q', Pd Q represented respectivement les point- 

_J_, I, _dL__, EUl; les points P et O' sont sur le cercle C { : on 
i — z z z — i z 1 

pourrait prendre arbitrairement Pun de ces deux points pour le 

point*,; en prenantx, == on a a faire une transformation du 
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:asIV; en prenanlx,= une transformation da cas III. Nous nous 

nlacerons clans ce dernier cas ; x, est alors en Q', i — y, { en Q; Tar- 
gument de 1 —x { est Tangle dont il faut faire tourner 01 pour Ta¬ 
in ener sur OQ; il est negatif, compris entre o et — A si M est au- 
Jessous du point E, entre —^ et — tz si M est compris enlre E et L 
Vest le cas le plus desavantageux); nous le representerons par 

— 2 A, A etant un no mb re positif compris entre o et ^; designons 

pour un instant par a la valeur absolue de Targument de on 
['angle IOM egal a Tangle OIM; puisque le triangle IOQ est iso- 
scele, son angle au sommet 26 est egal a tz — 2a; on aura done 

tang6 = tang ( - — a ) -- —-— , 

J - 3 a’ 

et cette formule, puisque A est compris entre o et ^ permeltra 

de calculer A sans ambignite; on voit, sur les valeurs de s 2 el s 3 
( n° 066), que A peut etre defini cornnie Targument positif et 
moindre que 'r: de s 2 — £3. 

Puisque Targument de 1— x, est —2 A, celui de \/ 1 —x, sera 

— A et Ton aura 
2 

r __ _ 

, I - \ r - X] I - P 2 rj, 

^ =-V --= = -r- = i tang , 

^ V 1 — *1 - ±L 4 

1 ; a 2 


n =. x 



ia valeur maximum de tang A correspond a la valeur limite 
on s en approche indefiniment quand le point M s’ap- 

proclie indefiniment du point L, car alors le point Q s’approclic 
Ju point 1 ; il n est pas difficile de reconnaitre que la valeur 

limite de j est e 2 = 0,2078..il nous suffira de remarquer que, 

dans tous les cas. tang^ est inferieure a tang- — y/2_1 =0,414... 


ox ijoxxe A- or r_. ^ : moirnn 7 .o : ^ 

et quo la so in me do k krk "V k - :arm ~ ' t-; kakk .11 

o.oi cnmme on !e recommit .!»• >mle on -a b man I n. an m 
terme. Par consequent.. le nombre reel el push:; ~ --m 
a el la rapide cu mergence lies series e.-l enc uv asmmm 


068. Connaissant O. on appiiquera les diverse*. lb nukes ele- 
lilies aux n ' 501 a olio, pour cue IransforrmOilon lb. bd: _• *v 

conque, dans le cas III. en ayant so in de prendre le -k: »- :oeb:.: 
partout oil ii v a an double signe. Ces formke> onl ele repro¬ 
duces Jans le Tableau P\\\ quo Fori Irouvera a la lin de 

TO uv rage. 

On volt da Lord que 12 , el II { seront reels: on a en el let im 363 

CO 3 — 12 j. r,;' IV . 

et 60, co 3 soul i marina ires eonjttgues, ainsi que 7, . r„ » 11” 066 . 
La realite de 12, nap pa rail pas snr la lorinule b\\ll 


X ( '/.! 1 7Z Tj\ i O T • 7T 1 U T I 

V Ei — E ;; V Ti — E- ~ \ 7- V ; O — V 


•- T 

‘ i y -1 B 


inais il est aise de transformer cetle form 11 le en part a nl de ce que 
£>5 est reel et meme positif ui" 060 j. La racine earnie de 12 { elant 

7Z i 

reelle, il en est de me me do quotient de S : > fo _ T par e 8 { /.; ce 
quotient ne change done pas quand on y change i en — i: mais 
alors, puisque o est purement imaginaire, S 3 o T > se change en 
(0 ]t), comme on le veil par les tommies s XXX\ L ; d aii- 

leurs { z se change en { 1 — x: on a done 

STo | t ) __ 5y o | t ) _ Sko ! t > - - S v i o ‘ t) _ 2 ku O ^ 4 T 1 ^ 

e 8 v 7 e 8 v' i — x e s V y - “ a s \ 1 — z d V y - — e \ 1 —x 


la dermere egalite resultant de la forinule { XLj : finalement, on a 


q.% 


2T»?j \ i O • 4 T ) 


V 2B \ c L \ 7 - 


V 5 — X/ 


it. 


T. el M. - HI. 
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Sous cette forme, on voit bien que n , est reel et positif, puisqoc 
]e n 11 morale or est reel et positif, ainsi quo le denonu naleur, qui 
est le produit du n ombre reel et positif par le carre de la 
somme de deux nomlires im a gin a ires conjugues. On clioisira pour 

^ iA s la determination arithmetique. 

De la formule 

u-^'re ' X(V X, 


on deduit. en donnant an logarithm e sa determination principale 
. n° 525 ), 

x'(v-i) 


loir q ■ 


log - 
S Q 


X(’/.i) ‘ P-b 

TT 2Q 3 - 


■logQ = 


puisque ? est un nombre reel et positif, log^ esl aassi un nombre 
reel et positif-, cette formule fournit done un mo yen simple de 
calculer le nombre --"b et par suite Q :] . On avait deja domon- 


• w, 


etail 


tre an n" 505 que ce nombre, qui if est autre que 
reel et positif. 

II eonvient aussi d’observer relativemenl a la quantile {/O qui 
figure dans les series S, qu’en adoplant pour ^ y la determination 
reelie et positive, on doit supposer (XXV 11 I 3 ) 


fa 




Les aulres formules du Tableau (CXXV) s’entendent d’elles- 
memes. 


569 . Lorsque A est positif on pourrait calculer [ 3 ,, o par La 
rnerne methode; <1 serait alors negatif, ainsi que $; dans le cal- 
cul precedent, les resultats finaux devraient done elre modifies. 
Xous allons indiquer une marche un pen differente qui permet 
d obtenir des nombres analogues, mais positifs. 

Observons d’abord que la fig . 3 eonvient encore au cas actuel. 
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mais cn rinterpretant autre meat. On remtrdera > ooinl M eon mm 
figurant x et le point M comine iiguran' : — x: P. O . 

P , O representent alors - 5 —*— --.. C p , : P ^ p m t ) 

' ^ x 7. : — 7. y. — ; : *" "" 

sont sur le cercle C«. c : e-t Tun d'eux qu'il fax: riven ire pour/,* : 
nous choisirons encore le point O'. el nous d^-Lnerons nrnn- 
lenant par— no l argunient de i — */.«. c. elan! ;;n numbix* po- 

sitif compris entre o et ~ ; on aura alors lana’ - = C an lieu bn* 

t a n g il = —; on sorte q u e si 1 un con vena i 1 de regarJer *1 com no* 

^ ‘ — 0 A ' 1 

un angle posit if, plus petit ijue Jetini loujours par cette dernieiv 
egalile, s sera it egal a t: -—-i. 

Le calc u I de 3 ,. q. ^ < >, r> 5 , <> 5 se fait exaclement com me dans le 
cas precedent, si ce rfest qne 'l doit parlout dire romp] ace par 
On a fait la transformation du cas IV , x f = -—- . Coniine le point x 
est au-dessus de i'axc des quantiles reelles, on a 

tOi — <>;*. 7 ,; — II 3 . 

w 3 = — r>! — 1> 3 . •/.-) — — Hf — IIv: 

el Hi sont alors purement imaginaires; : C est negatif mi 1 oflo . 

Une transformation loute semblable a cede du cas precedent 
permet d* a i Hears de me lire <;>< i sous la forme suivante, ipii met en 
evidence le caractere reel et positif de ce nombre, 

p * „ XTr-tTr ( o 4 T I 

\>-i B ( e 8 v i — x — e (4^ 

On choisira pour \ 9 . h i la determination arithmetique. 

Les a litres formules du Tableau (CXXA Ij place a la fin de i Ou- 
vrage s’entendent cHelles-meines. 
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CHAPITRE VOL 

INVERSION DES FONGTIONS DOUBLEMENT PERIOD1QUES 
DU SECOND ORDRE. 


I. — Representation de la fonction inverse de sn u 
par une integrale definie. 

570 . L'equation z = sn u definit u comme une fonclion impli- 
cite de z; cette fonction pent etre representee explicitemenl par 
une integrate definie. 

Rappelons d’abord que a chaque valeur de z i! correspond une 
infinite de valeurs de u comprises dans deux classes ; les valours 
de u comprises dans une me me classe sont congrues mo dulls l\ K, 
la somme de deux valeurs de u comprises dans des classes 
differentes est congrue a 2 K.. Chaque racine dc l’equation (en a), 
z = sn u, est simple, saaf dans le cas oil ell e an mile la derive c de 
sn//, ce qui ne pent avoir lieu que si le point £ coincide avec 

fun des points zz 1, ±: j , que nous supposerons marques dans 

le plan de la variable z et que nous designerons sous le nom do 
points critiques. 

Soil (A) une aire limitee par tm contour simple et ne nonte¬ 
nant a 11 cun point critique; soit z 0 un point situe a I’interieor 
de (A); soit enfin u 0 une solution quelconque de l’equation 
z 0 = sn u 0 . II resulte de la theorie des fonctions impJicites 
(n° 35i ) et de ce qu'on vient de dire, qu’il exisle une el une 
seule fonction 'i(z) satisfaisant aux conditions suivantes : la 
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onction A-V. est holomorplie dans 'A' : dan- 'A ede :or:d sri u 
dentique a z qaand on v rein place u par A : on fin. elle -o re- 
tiil a a 0 pour z — z. } . 11 est ciair que Ionics !es functions que foi. 
•blient en ajoutant un nombre enlier de periods jK. /KA es\ 
onctions >l(z >, 2K —Ad jouissent des deux premiere- uro- 
n-ieles et qu'elles soul les seules fond ions ana’cliques 011 i. 
nises a la place de u dans la function sn ox la lenderU iden- 
ique a rx 

Si done on considere une c our be X du plan des z* part an J 
e et ne passant par a 11 cun des points critiques, on xoil- en 
ractiormant convenablement celte courbe. qifil exisie une ionc- 
ion analytiqne et une seule. z/ = A <V, regeiicre en tousles points 
e (Z), veriiiant en tons ces points [’equation : = prenars? 

nfin la valeur zz 0 an point de depart z #; Louies les ionc lions ana- 
cliques qui verifient Inequation z = sn u aux di lie re 11 is points 
e (Z’l s 7 obtiendront en ajoutant un no mb re enlier de peri odes 1$ 
one des fonclions A (z). 2 K — AiV*. 

En tout point de la courbe ( X). on a, en regardant 11 eonline 
gal a A (Aq 

du 1 _ i 

dz cn u dn u ^^ ^ 

i Ton choisit pour cliacun des radicaux ^ 1 — z ' 2 . \ 1 — k 2 z-, 
elle des determinations qui est egale a cn u. d n zz. II Iniporte de 
lonlrer que celte egalite subsiste quand on se place, pour definir 
3s ra die aux, a un point de vue un p>eu different. 

Considerons un point quelconque z { de la courbe qZpet la valeur 
orrespondante zz j = A (s,); attribuons aux radicaux y 1 — z~ , 
1 — A ' 2 z 2 les valeurs cn u u dn u K et supposons que le long de la 
our be (Z), en partant du point z { , soil en avail t, soit en arriere. 
n definisse par continuation les radicaux \ 1 —c; 2 , \'i— k 2 z 2 ; 
ela pourra se fa ire sans ambiguite, puisque la courbe (Zj ne 

>asse par auciin des points critiques zz 1, zz y, tout le long de 

Z), si l*on regarde u comiiie egal a A(z), les quantiles cn u cl 
L nzz, dont les carres restent toujours egaux a 1 — 1 — k 2 z 2 , 

esteront respectivement egales a y'1 — z 2 : y' 1 — k'~ z 2 : ainsi qiril 
esulte de la continuite. En adoplant ces definitions pour y 1 — z 2 1 
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on aura done encore, tout 1c long de (Z), 

du i 

\' 1 — z‘- \! i — k- 

On en deduit, en se reportanl a Ja definition de Fintegrale definie 
prise le long d’une courbe, Fegalite 



Fintegrale est prise le long de la courbe (Z) a partir du point 
jusqua un point quelconque z de cette courbe, et e’est ordinai- 
rement pour le point de depart z 0 que Fon fixe le sens des radi- 
caux. Telle est Fexpression a laquelle nous voulions parvenir, 
qui represente, ati moyen d’une integrale definie, line solution de 
Fequation ^ = snu. 

Quoique cette conclusion subsiste evidemment, en vertu de la 
continuite, lorsque la courbe (Z) vient aboutir a un point critique, 
nous continuerons de supposer pour le moment qii’aticun poinl 
de cette nature ne se trouve sur la courbe (Z). 

571 . Si, en conservant les points de depart et d’arrivec z 0l z on 
remplace le cbemin d’integration (Z) par un autre chcmin d’in- 
tegration (Zj), ne passant par aucun point critique, on oblien t 
encore evidemment une solution de Fequation z = sn u. On pent 
d’ailleurs obtenir ndmporte quelle solution en choisissant conve- 
nablement le cbemin (Z 4 ) : en effet, soit u { une de ces solutions; 
dans le plan de la variable //., joignons le point u 0 an point a K par 
tin chemin quelconque (TJQ, qui toutefois ne passe ni par un zero 
de s n*u : ni par un pole de sn«, et prenons pour chemin (Z 1 ) lc 
cbemin que parcourt le point : = lorsque lc point a parcourt 
le chemin (U» ); ce chemin (Z, ) sera fini et ne pas sera par aucun 
des points critiques ; d’apres ce qui precede, l’expression 



oit Fintegrale est maintenant prise le long de (Z) et oti les radi- 
eaux sont continues le long de ce chemin, en partant des memes 
valeurs initiales que dans le cas precedent, est egale a 
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Dans ie cas ou les deux: c he mi ns Z . Z. sun: k I’.’n- 

Tieur (Tune a ire telle que - A' , ii fa til. puLque n idnc'd n 1 - 
st holomorplxe dans cetle aire, q«e les valours do- ueu\ AA- 
rales soient les monies. 

d72. La fonelion inverse de sn a elant a in si mU: s -us U Arm- 

une integrate definie. on \ erra, dans le paragraphs su:\an!, eom- 
lentle caicul de cette integrale deiinie pent >Vi]'ecLuer. qua ml A 
hemin d integration est donne, an mo veil de series e.'jn\eraenles. 
>0U1 ‘ te moment, nous \oulons dire quclqoes mots de IVlude 
irecte de cette integrale, etude qui, dan- ie cas ou tout est reel, 
ete historiqueoxenl Forigine de la theorie des tone lions eliipti- 
ues et qui, dans le cas general, pent se la ire aiAinent an moven 
es theories de Cauchy. Par exemple, la propriety qui \ie:n d'elrr* 
ignalce, relative ati cas ou les deux chemins Z . Z, -out ee.ju¬ 
ris dans une a ire (An resulte immediatement de la propriety 
mdamentale des integrates prises entre des iimites inniginaires. 

Nous a lions indiquer comment on pent, ea general, etudier 
'influence du change meat du chemin dintegration. en n» *us 
lornant, ee qui suffit evi cl eminent, an cas ou r-,, e-t nuI. 

Pour cela, nous nous placerons d'abord dans le cas general, ou 
■ est imaginaire. 

Lmaginons quatre lacets partant du point o et en ton ran l le- 
loints critiques. Chacun de ees lacets est forme d'un segment 
ie droite oa, partant de o, se dirigeant vers le point critique, el 
e term in ant en a, avant d'arriver a ee point, a une distance 
nfiniment petite; puis cFun petit cercle, passant par x, deer it du 
mint critique comme centre. Deer ire le lacet, e'est partir du 
loint o, snivre le segment de droite og tourner an tour du point 
ritique en suivant la circonference du cercle, puis revenir ati 
ioint o par le segment de droite. 11 resulte du theoreme do 
Duchy que tout cheinin partant de o et aboutissant au point c* 
lonne pour Fintegrale la me me vaieur qiFim cheinin compose 1 
I’un certain nombre de lacets, aise a determiner dans chaque 
xeraple, et d'un chemin arbitrairement clioisi partant de o el 
boutissant k z; on prend pour ce dernier chemin le segment 
le droite, qui va de o a:, lorsque ce segment ne contient aucun 
ioint critique. 
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II est ] j i e 11 enlendu que lorsque le c he min d’inlegration (qitl 
ne doit passer par an cun point crilique) cst fixe, on suppose, 
pour specifier le sens dc Finlegrale, que les radicaux out une 
valeur determinee (±i) pour 5 =- o, et que le long du cheniin 
leur determination resulte de la continuation. 

Xous aliens d’abord calculer les valours de l inlcgrale prise 
le long des Facets, en supposant quo les radicaux aient la valeur 

— i a Forigine. 

Considerons le lacet relatif an point critique • 1. En suivanl 

le segment oy,. on oSotie 11 1 d’ahord tine integralc qui cst infini- 
inent voisine de 

r 1 dz _ _ n _. 

4 0 sf 1 — s- /i — k-z' 1 J {) y 1 — k' 1 sin 3 © 

celle derniere integralc est preeisement ceile donl Fetudc a ele 
Fobjet essentiel du Chapitre precedent; en employant les nota¬ 
tions de ce Chapitre, on la designera par X(/r 2 ). II convienl 
actu ell emeu t de regard er le n ombre A ’ 2 = v. com me tine donnee; 

si, des lors, on prend pour 7 la valeur 7 = l ~, on a, com me on 

Fa vu, iv, x' = Kd; e’est ce que nous supposerous de- 
sormais. 

On doit ensuite decrire, dans tin sens 011 dans Faulre, le petit 
cercie, dont nous designerons le ravon infiniment petit par p; 
on reconnait immediatement, au moyen de la substilulion 

- — 1 _u ze 1 ?, que Finlegrale est infiniment petite; lorsqu’on a 
fait le tour du cercie, Fargument du facteur 1 — z a varie de atz 1 
cetix de 1 - 4 - z et de 1 — k 2 z 2 11’ont pas change, le radical a done 
change de signe; lors done qu’on parcourra une seconde fois, en 
sens inverse, ie segment de droile, la partie correspondante de 
Finlegrale sera, a tin inliniment petit pres, egale a K, com me la 
premiere fois. 

En resume, et puisque Finlegrale, prise le long de tout le lacet, 
relatif au point critique 1, ne depend pas du rayon p du cercie, 
die est pour tout ce lacet egale a 2K. 

Passons an lacet relatif au point -• Un raisonnement tout pared 
montre que, pour ce lacet, la valeur de Finlegrale est egale au double 




dz 


r 


v i- 






Faisons, clans cette derniere integrate, la substitution ^ ~ qui 
n a here pas le caractere rectiligne cl c fin Iteration ; on aura 



dz_ 




les radicaux cjul fi< 2 :n rent dans la seconcle integrals out lou jours 
la Taleur -7-1 pour =0 : cette seconde integrals est done, en 
adoplant encore les notations du Chapitre precedent, egale a 

X ) • D’apres les formules ^CXX-'o cette derniere quantile es: 

egale a \jk ' 2 [X (/; 2 '/ zz i~SJ { A ' 2 '>], ou !a par tie roe lie de \ k- es: 
supposee positive, et ou Ton doit prendre le signs superieur ou 
le signe inferieur suivant cjue le coefficient de / dans k ' 2 esl po- 
sitif on negatif ; la determination specifies de \ k ' 2 esi egale a k. 
pour la valeur clioisie de t fCXIX-,). La valeur de 1 'integrale pom* 


le lacet relatif an point i est done :>R zr 2 /Kb 

La valeur de 1 ’integrale pour les lacels relatifs aux points — 1. 
— j est respectivement egale a — a K, — a K zz ozKd. 


573. 11 nous reste a examiner le cas ou k est reel. Xous nous 
bornerons a quelques indications relatives a la supposition 
o <g k <C 1 ; il est alors necessaire de modifier le lacet relalil au 

point j } pour eviter le point critique 1. On composera le lacet 

d’un segment de droite allant du point 0 a un point x in liniment 
voisin du point 1, d’un demi-cercle ad situe dans la partie supe- 
rieure du plan et decrit du point 1 com me centre, d un segment 

de droite a! |j allant jusqu’a un point p infiniment voisin de 
d’un petit cercle passant par r p et decrit du point ~ comme centre, 
enfin du chemin deja decrit jdao. 
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La seule difficulte consiste a evaluer l’inlegralc rccliligne prise 
entre ies limites a' et B. On observera tout d’abord que, cn par- 
eourant le deini-cercle 7.7.', Fargumenl du facteur 1— z diminue 
de Landis que ceux des facleurs 1 1 — k - z 2 no changed 

pas; ii resube de la que la valeur du radical le long du chemhi 
yj 3 est egale a — i \ z 2 — 1 \ i — k 2 z 2 , oil I’on entend par ^ L; 2 — s, 
\ i — k 2 z 2 les determinations positives de ces racines. L’integrale 
rectiligne que Fon vent evaluer entre les limitcs cd et [3 esl doin', 
infiniment voisine du prod nit de i par Fintegrale 


or cette derniere integrale, dont la valeur est reelle et positive, se 
transforme par la substitution reelle 

1 

■"= T^-17^ 

dans 1 integrale reelle et positive 

V 1 _ dv _ 

• 0 1 r- ^ 1 — k'~ v- 

qui est egale a \(/F 2 ), c’est-a-dire a iv 7 . On trouve ainsi quo 
1 integrale envisagee, prise le long du lacet relalif au point cri¬ 
tique j > est egale a 2 K 2 i K 7 ; on trouverait de memo que cette 

integrale, prise le long du lacet relatif au point critique — ~, est 
egale a — aR —• 2fK 7 . 

Ces resuitats pourraient d'ailleurs aussi se deduire de ceux du 
cas general oil - est imaginaire par an passage a la limite qui, 
toutefois, demande quelque attention. 

En resume, les conclusions etablies pour le cas general sub¬ 
sisted dans tous les cas. 

o/ 4 . II importe de ne pas oublier que, d 1 a pres cc qui precede, 
lorsqu on a parcouru un lacet et qu’on est ainsi revenu au point o, 
un des radicaux et un seal a change de signe. 11 resulte de la, en 
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particulier, cjue si Ton parcourt ime see unde:* FF be undue Ua:ri 
en gardant la notivelle determination des radmaxx. on obtien! 
pour ce second pare ours une valeur de I'inFcrFc b_ibe m dr 
signe conlraire a eelle qiravait fournie le premier mucuurs. do 
sorte que si le eliemin d‘integration comprend he ax FIs de -ohm 
le meme lacet, cette par tie du ciiemin pent etr* sapui iimF. Lb- 
meme, si Pon parcourt successivenient deux lacet' diiidrents, mo 
partant par example de la valeur — i attribute aux deux ra 
caux, la valeur totale de Fintegrale prise le long d u chcinin forum 
par ees deux laeets est egaie a la difference entre la valeur m.F 
culee plus haul pour le premier lacet et cede calc nice phi> haul 
pour le second lacet. 

Nous somrnes a meme, dPpres ce qui prveFF, Fevaumr F 
valeur de Fintegrale prise le long dun ciiemin compose isnique- 
inent de laeets. Si le ciiemin est compose dbni nombre pair 
de laeets, on revient an point o avec la meme \aieur pour le 
produit des deux radicaux, et Foil reconnait sans pc me que la \a- 
leur de Fintegrale est de la forme 4 — 2 ^ 1 k * on n et n 

sont des entiers qui dependent de Fordre dans iequel on parcuurt 
ies laeets. Si le ciiemin est compose d'un nombre impair de Ian*l' 
on revient an contraire an point o avec 1 an des deux radicaux 
change de signe, et la valeur de 1 integrate est de la Fruit- 
2K -f- in’i KF Dans les deux eas, on pent d’ailleurs tou- 

jours determiner Fordre de ces laeets de facon que // et n pren- 
nent des valeurs entieres quelconques prescribes a Tavance. 

Si Ton eonsidere maintenant la difference des \aleurs de deux 
integrales de la forme 



ou les limites sont les memes, rnais oil les chemins dbntegration 
different, on volt de suite que cette difference pent etre remplacee 
par une seule integrate oil le ciiemin d'integration part de o pour 
aboutir a o, e’est-a-dire par une de ces integrales que nous venous 

de caleuler. 

L’evaluation de Fintegrale, pour tin ciiemin d'integration quel— 
conque, est ainsi ramenee acelle de cette integrate pour un ciiemin 
arbitral remen t choisi, au ealcul de K ; K et au calcul des n ombres 
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en tiers /?. n\ que nous avons appris a determiner dans chaque cas 
partieulier. 

r z 

Les proprietes de Fintegrale / ■ -- - -—— r— , qne nous 

J 0 \ i v i k* z~ 

venons de retrouver par la me diode de Cauchy, jointe a ce fail 
que {'equation differentielle 


V : 

v cla) 


■■ (I • 


3*Kl -**5*) 


perrnet de definir z comine une fooclion holomorphe de a ( 1 ), 
fournissent les elements essentiels d’une theorie de la fonction 
sn u. Ede serait {’analogue d’une theorie de la fonction sin«, qui 

/ cl^ 

— ... , et qui, 

ainsi, procederait dans l’ordre inverse de celui qn’on suit liabi- 
iuellement dans la theorie des fonctions circulates. 


oTo. Ces resultats se generalisent immedialement. 

On a prouve que toute fonction doublement periodique du se¬ 
cond ordre f(u) ve rifle une equation differentielle de la forme 

(~!~) = R(z), ou R(s) designe un polynome du troisieme ou du 
quatrieme degre en z, II resulte de la tout d’abord que la fonction 
f — fournira la fonction inverse de flu), fonction 

inverse dent les proprietes peuvent elre deduites soil des pro¬ 
prietes supposees coniines de la fonction f(u), soil de 1’etude 
directe de Fintegrale. Si R(s) est de la forme l\ z 3 — g 2 z — gzi 
on obtiendra ainsi, soil par une voie, soil par Fautre, les pro¬ 
prietes de la fonction inverse de pu. 


L’etude directe de Fintegrale 


/ 


reilie a cede de 1 


’integrate ( — 

b Jv/r 


: clz 

dz 


est d’ailletirs toute pa- 
• les points critiques 


■ / 1 — k- 

sont alors les racines de l’equation R(^) = o. On est amend 


F) Cette belle proposition, que nous nous contentons d’enoncer, est due a 
llriot et Bouquet. Leur demonstration a ete completee sur un point important 
par M. E. Picard (Bulletin des Sciences mcithematiques, p. 19^; 1887). 
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itroduire trois on quatre lacets partant be r t - et en’ourant lr> 
3 ints critiques, suivant que PuV* est du iroEieme dm bu qua- 
iemc degre. Bornons-nous a ce dernier cas: la >euC biiFbvne*- 
.iportante avec le cas partieulier que nous avons etc die con- 
ste dans la necessity d'etablir la relation y .— d—" — 5 —- , - 
lire les valeurs des integrates relatives aux quatre lacets. CeUe 
dation, evidente dans noire cas par lieu Her, s'oLltenl en partant 

3 ce que Fintegrale f prise le lone dbm eerde de ravo:. 

.fini, est nolle; elie permet de montrer que les valeurs diverse^ 


dz 


pent acquerir Fintegrate j — . 7 - sent comprises dans deux 


d o 

asses; les valeurs d'une ineme classe soul congrues. modiiii< 
[y. — p), 2 (a — y) j somme de deux valeurs appartenanl a deux 
asses differences est congrue a 2a. Cette proposition, jointe a In 


opriete de requationdifierentielle = Idd 1 de detin 


nr r 


(mine une fonetion univoque de u : permet de montrer que cell*' 
notion est une fonetion doublement periodique, quel que suit 
polynome R (te q suppose toutefois sans racines ecales. 

Cette derniere propriete sera etablie, dans le prochain \ olnnie. 
une facon toute diilereote, en restant dans Fordre d'idees qiu 
Dus est habituel. 


II. — Evaluation de u connaissant sn u ou pu ( 1 - 

576 . Nous allons main ten an t resou dre simuitanemenl les deux 
ueslions suivantes : 

i° Effectuer au 111 oven dome serie convergente le calcul dr 

integrate f —- — prise le long dbm client in deter- 

ine (Z) ne passant par aucun des points critiques. 

2 0 Etant donnees deux valeurs concordantes :■ et; de sn u et 
3 sa derivee srr e'est-a-dire deux valeurs z, z hees par la 


(1) Voyez Sciiwauz, Foi mules, etc., p. <>7- 
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'elation z h - — i— z-) (i— k 2 z' 2 ), troaver line vale nr dc u qui 
re rifle les deux equations ^ = sn u, z — sn'z*. 

Xous snpposerons tout d’abord que I’on a | A* | *< i et nous 
mevenons, uoe fois pour loules, que le radical y/1 — k' 2 z 2 sera 
■egarde com me ay ant la valour i pour £ o, el ses doleriniua- 
ions successives le long du chemin d’inlegration com me on 
esultanl par continuation. Quant an radical \i \ —.g 2 , nous nc 
peeiiierons pas d’abord sa determination, mais it csl bien en- 
endu que cette determination devra aussi, 1 c long du clicmin 
{'integration, re suiter par continuation de la valeur initiale. 

Avec le rayon | ^ j, du point o comme centre, decrivons im 

ercle F; a 1'interieur de ce cercie, yt — h 2 z' 2 cst une fonc lion 
lolomorplie fdont la partie reelle est toujours positive), et Ton a 




2 


i . 3 ...( 2/1 — I 

2.4*••a n 


/ L -2/> _ 


Supposons que le chemin d’integration (Z) qui ne passe par 
uciin point critique reste tout entier a 1 ’interieur de F, ce qui 
mplique la condition j kz j <i 1 pour la limite superieure de 1 ’inte- 
rale. Divisons les deux membres de Fegalite precedenle par 

1 — 3 2 et integrons le long de (Z) entre les limites o el g, ce qui 
si evid eminent permis; nous anrons 


f tS _ _ dz __ f z dz ___ k- f tZ z*-dz 

J„ v / i— - a v v— J 0 /1— 2 J, 

1 - 3 - xn — 1 > j. in rj™ 

24 - : - 2 " " 1 v'i"—X- ; 


Lidentite 


_ J __. 

— [ 2/1 I )~ \J 1 —- z 2 _ [-2/2-1 y/i’-d - 2 ] 

snduit aisement a la suivante (<) : 


. 4... 2 n 


1. 3 .. .(2 n — i) 




i ’j hn faisant tendre z vers 1, par valours positives, 0(i Irouve aisement 




0 .. f\. . . O 11 


i. 3 . ..(2 n — 1) 
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u Ton a pose 


?«( 


3 3 - > 


»/? — » 


)n en eonclut 


/*" z- :t dz __ i. 3 . .. 2/?— i, 

-ette relation, sous la supposition ' k - ' i. permet de 
t serie de maniere a oblenir la relation 




me r 



dz __ 




u ct { , a 2 , . . . designent les memes coefficients et 7 la ineine 
motion qivau n° 536 . 

La serie cpii figure dans le second membre pent etre regardee 
omme line serie a double entree dont le tenne general seraii 

LdiniLbL JL f c 2 n z iv~{ ^ v p re nant les valeurs i. 2. . . . . x. Cette 

eric est absolument el uniformement convergent^ pour ions les 
oints z si lues a Finterienr et sur la circonference de F. Si. en 
ffet, on pose ' k j = p. n ~~ v — p, son ternie general est. en \a- 
Hir absolue, inlerieur ou egal a 


a n 


2 • 4 
3 . ) 


. ( 2 v — 2 I 
.! 2 v — I ) 


2 . .| 


«- 2v - 1 = H 


2 V - ‘2 I 

2 V - I . 


•P— : . 


Or ; la serie a tenues positifs 

O 2.4 2.4 • • j 2 V — 2 i 

a P +1 “ 3 " /H - 2 373 ^^ 3 ^ 777777 ^ 17 . "* n “ v ■' * 

st convergente, comme il resulte immediatement de la regie de 
jauss relative an rapport d’un terme an precedent; designons-en 
a. somnie par A^; comme ct p + K est plus petit que a p? il est clair 
[lie A^ + i sera plus petit que des lors, il est manifeste que la 
erie a termes positifs 

Aj 0 — A- 2 p 3 A* p 2 "- 1 


;st convergenle, puisque Ton a 0 ^ 1. La somnie de cette serie est 
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iuperieure a la somrne d’autanl de termcs quc Fon voudra, pris 
Jans la serie a doable entree 


x 


a n 


3.5 


. ( a v - ~ •>.) 

i) 


0 2/l—2\H l 


it la proposition enoncee esl done deniontree. 

On en conclut que la relation obtenae subsislc qnand le cliemin 
{’integration vient abontir en an point £ de la circonfercnce da 
:ercle T. 


577 . Sapposons main tenant que, pour z o, yh —£ 2 soil pris 
:£ral a i et con side rons Fidentite 

O 


I 



d 

dz> 


7 log (iz /7 



a quantile iz \j i—ne s’annule pas; des lors, on peat sup- 
>oser que les fonetions — z 2 , log (iz -f- y/ l — z 2 ) so at deter- 
ninees le long du cliemin d’inlegration par leurs valeurs initiales 
~ i, o, pais par continuation, et Foil aura 

7 log(i= -T-v/l- ~ 2 )- 

578 . 11 est aise de voir, en parlant des proprieles de la foaction 
in^, que le premier membre de Fegalile precedentc pout aussi 
: tre delini conime il suit : Considerons un plan dans leqael on ait 
jratique deux coupures allant, Fane de i a -f-co par Faxe des 
pantiles positives, Faulre de — i a — oo par Faxe des quantiles 
tegatives; arc sin ^ pent etre regarde com me une fonelion bolo- 
Liorphe dans ce plan, fonelion dont la partie reelle esl comprise 
litre — - et ^ et qai verilie identiquement Feqnation 

sin (arc sin^) — z. 

.a fonelion j' -- coincide avec arcsine tant que le cliemin 

'integration lia pas traverse de coupures; elle se change en 
— arcsine quand on traverse la coup are de droitc et en 
~ 7z — arc sin z quand on traverse la coupure de gauche, de sorlc 
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qu’en traversant les coupures dans un ordre eon > enable. .m 
obtient telle determination que Fon voudra dr la i on el ion infers* 
de sin^. 

La premiere question posee an d-but est ivNulue qua mi ie eh— 
min d’integration ne sort pas clu eercle F. 

0/9. Nous aliens main ten ant etabhr ia proposition .-uivantr : 
Queiles que soient ies determinations attributes an kmarhhme *:■! 
au radical ^ i — z-, Fexpression 

1GXX V JIi) u = — )>(/<-j log {iz — \ i — z- —\ i — z- ^ </, g-m*, z 

satisfait a Fequation ^ = su u. 

En effet, modifier la determination du logari thine re went a 
menter u de la quantite 

~ a , L- i o ii i~ — 4 n K. 

i 

ou n designe un entier. De meme. changer \ i — z- en — \ i - - 
revient a changer log ( iz — \* i — > en 

(2ii — sit:/ — log 1 iz — i — z 2 \ 

ee qui revient a changer u en (\ n — a . K — w. ou n est un 

no mb re entier. 

Inequation (CXX.V1L) definit line infinite dc fond ions liolo- 
morphes de ^ dans le cercle F. Si, par example. on introduit dan.- 
ce cercle deux coupures rectilignes allant. 1 une du point — i jus- 
qn’a la esrconference deFparFaxe des quantiles positives. 1 autre du 
point —i a la circonference de F par Faxe des quantiles negatives, 
ii est clair que. dans Faire T f ainsi deduite du cercle F. les fonc- 
lions y i — z- 7 log (iz -r- \ i — ) peuven t etre deiinies commie 
des fonctions liolomorphes de :p en regardant les valeurs de 

y/j_ -2 et de log (/b — yb — z~) com me etant res pec li\ erne ni 

egales a i et a o pour ^ = o; la partie reelle de y i — sera alor^ 
toujours positive et la partie reelle de ^logWb — yi— z-} sera 

comprise entre — - et -}- -• 

Oil pent d’aillenrs proceder tout aulrement et definir d’one in¬ 
i’. et M. — ISL *7 
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finite de fa cons des a ires li mi tecs [)ar un contour simple, si luces a 
I'interieur de F, dans lesquelles la fonelion definie par le second 
me mb re de F equation (CXW lid) bolomorphc. 

Si Fon considere line telle (onction *J (:?), on aura, pour 
chaque point de la region on elie est definie 

sn pr(^;)] = z 

el, par consequent, 

d x Y { z ) __ i __[_ 

il suHit de prendre la dcrivee de Fcxpression de (£ ) on, plulbl. 
de se reporter a la facon me me dont cetle expression a etc ohlemic, 
pour reconnaitre que Fon a 

dW(z) _i__ 

dz p i — z-sj i — k 2 z- 


en altribuant au radical \ i — 3 2 la meme determination (jui‘ 
dans FT(^). 

Si Fon considere maintenant line courbe quelconquc qui, lou- 
tefois, ne passe pas par les points critiques et ne sorle pas de F, 
les deux me mb res de Fequation precedcnte pourronl litre regardes 
comnie des fonctions continues de regtdieres en tons les points 
de la courbe, de sorte que, en designant par et ^ les ex trend les 
de celte courbe, on aura Feiralite 

O 


W( 


-W(z Q ) = 


J z /i — s/ 


on a ainsi, sous ime forme plus generale, la solution de la pre¬ 
miere question, tantque le chemin d’in teg ration ne sort pas de F. 

On YOU aussi qne, si 1 on se donne les valours eon cord an Les 
de sn«, sn'u et si Pon prend dans W (z) pour Ja determina¬ 
tion de \ i — z-. 


V 


/1 — k°- 


on aura sn«= c, sn 'u = en regardant u comine <%al a l F(«). 
La seconde question est done aussi resoluc quand le point z n’esl 
pas en deliors de T. 
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580. B.es tons toil jours dans 3e cas ou 1 ‘on a V; ; i . 

JNous avo ns suppose que le chemin din lea rat ion ne -rnail i 
da cercle (T ); nous allons supposer main tenant quil ne -orl j 
de la region (y) evterieure au cercle de ravun u!' die id, d< 
com me centre; les deux regions T ; el i *' out one :v^Y«n eo 
in une, en forme de courunne, clans laqueiit* cumienuen:. ei 
developpement que nous Tenons d'etiidier et celui que n* 
allons etablir. 

Parlous des relations (* LXXII., * 


• x . i . .... v 

sn { u — i Iv i - sn u - - 1 1\ -- ; -— • 

/*.' 511 it V "’I " 

Soient z 1 des valeurs con cor Janies donnee* de >n it. mi it 
dont la premiere est. en valeur absolue. stipend; re ou **ga:e a 

Puisque la valeur absoiue de k — = ~ est. au plus. egale a i. 

pourra, en appiiquant la regie p recede nle. trouver line valeur 
u -T- i¥J qui salisfasse aux equal ion> 

sn ( it ~ j'K'i = -^3 sn f t v — i Iv == — ^ .* 

el en deduire la valeur de u qui satislait attx equations 


a savoir 


(GXXYIIJ 


it — — llv- - r— tog 


-—.end -vd 




La valeur de ^ i - ^ est determinee par legalite 




/O 


n 


dans laquelle on suppose positive la jmrtie reelle Je ^ 1 

La seconde question est resoltie. 
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oSl. Pour ce qui cst de la premiere, regardons ^ com me un 
point variable de la region (y); Ja derives du second membrc do 
Pequation (CXXVIL) est 


i i 



on 1 on suppose que | x — ~ est la fonclion de s, bolomorpbe 

dans (y), dont la panic reelle est positive. Quant a | i — — l —, 
sa determination est la meme que dans Pequation (CXXVIL). Si 
done onconsidcre une courbe ne penetrant pas cn dehors de (y); si 
1 on designe par < ( v Q one des determinations du second membre 
de 1 equation (CXXVIL) qui so it continue le long de cette courbe 
et qui soit reguliere en to us ses points, on aura 


J, 

en supposant que l’integration ait lieu le long de la courbe consi- 
deree : or, le second menibre n’est autre chose que ( 1 ) 

dz 

- . 7 :. . -= - ~ ZZZ. -~ ? 

v [ —- -3 2 s! I — k-Z- 

>i 1 on suppose que Pon ait le long de la courbe 

~ kz ' V 1 ~ L \ ' 1 - i = 

On sait done effectuer ies integrates de la forme 

_ dz 

— -- </i~— Xr 2 ~ a 

le long d une courbe determinee entre et z, pourvu que cette 
courbe ne sorte pas, soit de la region T, soit de la region y; si la 
courbe a des points dans Ies deux regions, on la separera cn 
parties dont chacune soit situee tout entiere dans I’une des re- 
jions, et 1 on fera la somme de ces integrates partielles. 


— dz 



['} V 6Sl ® , peine util,; de fairc observer qu’iljr’y a pas lieu dc tenir complc 
cl de la restriction iraposee a la definition de \J i — /.--z^n debut du paragraphs 
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582 . Les series que nous avons obtenues nt convergent qoe si 
Ton a | k : < i, elellesne convergent rapidemenl que si la quantile 
[ k | est Ires petite: nous allons en dediiire. au moveii d’une double 
transformation tie Landen, d'autres series qui. d‘tine part, sun! 
tres bien appropriees an calcul numerique el qui. d’aulrc uarl. 
condnisent facilement a la determination d'une >olnlion Jes equa¬ 
tions pa — P, p 1 a — V. on P et P' soul des no mb res domes con- 
eordants, c’est-a-dire lies par la relation P - = ■ P* — p— og. 

Nous comrnencerons . en supposant k • ' i. kz ' i. oar 
transformer les resullats da n° 580 , en y cdiangeant // en K — u. 

• i , cn u d cn a . 

ce qui change sn a. sn a en —*-. - -JLn tenant compte *Je 

1 ° dn u da tin u 1 

ce que k (k-) est egal a bz~ et de ce que Pon a, en negligeant les 

multiples de 27:1'. 

log ( iz — v ; 1 — z ~) = —- — logfg; — i \ i —21-;. 


la form ul e fond amen tale (CXXYlIj) devient 


Idd 


T— log g-rd'l — t- i — 7 &n k’ ln OV ‘ ^ •. 


et la valeur de a que Pon vient d'ecrire satisfait. quelles 
soient les determinations du logaritlime et du radical \ 1 - 
aux deux equations 

cn u d cn u 


dn u 


du dn 11 




ou la par tie reelie de ^ 1 — k' 1 z- est positive. 

Dans les egaiites qui precedent, regardons pour un moment k 
com me nne fonction de v, et cn ig dn w comme des ionctions de 11 

et de 7; changeons par tout 7 en 4 y p ll is 11 en ~ 1 1 ~~ V ^ ea 
observant que, en vertu des equations (XL^d LXXI 7 ^} et de la 
relation (a) du n° 531 , on a 


-{1 — \/k'y | 


dn 




dn v — v k' 
dn v — v' k' 


T. et M. - - III. 
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ou b est mis a la place de v '/l( 4 ") = nous an ' ivous anv 

conclusions suivantes. 

Supposons Lon jours j b | -< i cl posons, pour abregei\ 


/O') 


r dn v — \f k‘ 
b dn v -- sj b' 


-i Kid) log(^ -- i /1 — - 2 ) , /— 

K z > = --- z=r~., - *+" V 1 


^ c(ub ,,n (j /L (-': 

n ~z 1 


pourvu quc 1 ’on ait | £> 2 ^ | 5 1 j oa satisfera aiiK equations 
f(V)~ 5. 


b/ V- = 


l —/, 


ou/ ; (e) designe la derivee de/(e) par rapport a v ct oil la partic 
reelle de \ 1 — b' { z' 1 est positive, en prcnant e r-rr F (3). II cst bicn 
entendu que, dans l’expression de F (z), \/1 —^‘ 2 a la me me signi¬ 
fication que dans la seconde des equations a verifier. 


o 83 . Pourvu que Ton ait toujours | b 2 z | p 1, il cst clair que la 
me me conclusion subsisterait si, dans les egaliles precedentcs, 
r etait remplace par e— a j‘K/; d’aillcurs le changcment de e en 
r — 2 i Kf change dnp en — dn r et bf(v) en ; done, pourvu 

(pie 1'on ait; b 2 z\ 1, on satisfera aux equations 

‘ = ^14 4 r 1 = /r=^ v 

bjiv) i-k dvlb*j{v)\ 

en prenanl v — 2 zKf — F (z ); il est bien entendu quc, dans Fe\- 
pression de F(-), pi— z 2 <x le meme sens que dans la sccondc 
equation a verifier que nous venons d’ecrire. Or, si Fon se donne 
dnr, Fune des quantiles bf (e), est inferieurc ou egale a 1, 

en valeur absolue; si done on se donne pour cine et diFe deu\ 
\aleurs concordantes, on pourra toujours calculer e an mo yen 
<Fun developpement F (z) dans lequel on a done 

i b 2 z < i. Dans la pratique, ou e’est x cjui est donne, si Fon 
prend z~-^-,b devient la quantile que nous avons designee 
dans le Cbapitre precedent par [ 3 , quantile dont la valeur absolue 
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est loujours plus petite que i et pent menu- 7 re rendue plus pe¬ 
tite que ~; la serie t j est alors rapidcmenl couveimcnie. 

Le theoreme final du n° o82 pent etre rnonce sous urn* 
forme legerement difTerente qui va nous etre commode. 

Si 1 : on se donne mi nombre r 0 tel que Ton ait h- f v i . 

ct que F on remplace dans FfVo ^ par f r ’ et ^ i-FTT? uU 

r 7k~~7~ x —. - - 

V i j [ ) par - - f~._——- •> on \ i - - u'" $ - \ : t >a 

(i — k) \ i — ZO/ 7 o » ' 

par tie reelle positive, F prendra une \aleur e qui. d’upre- 
1’enonce de ce theoreme, satisfera aux equations 

, - — <ibf in ■--- —-. 

Pop = t 1 -£'/* *• • 

dans la seconde desquelles il est bien entendu que \ i — /- c tj a le 
me me sens que dans F (z]>: mais le second me mb re de eeUe ineme 
equation, en vertu de la determination attribute a \ i— /- v tJ , n’est 
autre chose que — p } : done on satisfera aux equations 


f{ V) —/7r i = /' 


en p renant r -- F (7i, ou z doit etre remplace par / p\, . el \ i— 

— a bf( c u i 


par 


U — k')s/i — b*f 2 (v oi 


585 . Nous transformerons ce dernier enonce en passant des 
fonctions so, cn, dn a la fonction p par les lonnules i L\\ II . On 
trouve tout d'abord, en posant r = u\ e K —• e :J , 

_ a k- \ 77 sn v cn r ___ k- \ e x — e 3 [r — b- f- * _p J p/ . 

J b{dni>— v Ty- * bipu - - <?• ! * pu - ^ • 

Si maintenant on pose r 0 ~ «oV e \ — 011 arnve au resultal 

suivant : 

Si Ton se donne le nombre u {J? on satislait aux equations* 

pu = pu^ p ! u = pu^ 

en posant u = --FiV), ou z et \ i— sont determines* 

V«i— C 3 



par les lormmes 


I S-23 Wp ~ / k' 
b $23 WO + 


2 V 7 I — & 

a condition que 1 ’on ait | b~z | i. 


— ,p_ ^0 _ 

(p Wo — e*) (,p Wo — e 3 


086. Supposons mainlenant que Ton se clonnc non pas <7 () , raais 
bien les valours numeriques con cord antes PelP' de t pw 0 cl j>V/ 0 . Le 
nombre ?/ 0 n'est determine par les valeurs P et P' qu’a un multiple 
pres de 2 co { et de 2co 3 ; nous pouvonsle snpposer tel que yVd^o (^o) 
ait sa partie reelle positive, puisque, si cette condition idesl pas 
veriiiee pour u 0 , elle le sera cerlainement pour u 0 2 to 3 
[puisque ; 32 (t/ 0 -r 2 co 3 ) —— £32(^0)]* Pour cette valeur de ?/ 0 , 

: 32 *uf sera donne par la determination de qui, mullipliec 

par ^ If a sa partie reelle positive. Dans ces conditions, on aura 

; _ J \> ~T 

bz\^i (el a fortiori j b 2 z\<I 1), puisque le point y 7 d - v _ 

V P — e» 

est plus voisin du point 1 que du point — 1. Nous pouvons clone 
enoncer la proposition finale que voici : 

Si l'on se donne deux nombres concord an tsVet P', on satisferci 
anx equations pu P, p’u = P' ? enposant u = — .- T -. — F(^), 

^ 7 . • S/ei-e-, 

c est-a-dire 


. CXXYIJM u : 


2 A (b r Q Iog(^ h - i\f I —~zA 1 sj I - 
i vet— e z [i-~ ylc ') 1 ‘ \/e~i 


Clab hn Q n (z), 


ni z et \ 1 —.3 2 sont determines par Les formuies 

1- /» v/F z j* 

_2 *_ V " /l* — el 

~~ b 

H- V b _=rr-r 

/ P - e» 

v -—3? = (1 —A^y/e , —e7[i — 6-~ 2 ] __ — P' 

■2 V 1 -b'*z- (P — e 2 )(P— es) 
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Rappelons encore une fois que les parties reellea de ^ i - - ty z- el 

i '77 V 7 ^ — . . 

cie ^ k ~-pi_ — sont positives. 


o87. Dans la pratique, c'est la valeur de !<■ - = x que Fun donne 
et 1’on pent supposer que x appartienne an plan i 7 : il esi alors 
naturel de prendre, en con servant les notations du CLapilre pre¬ 
cedent, z — ~ ; on a vn que Ton a alors 

K — x, K' = x', s/lc = \ — h = 3 = - -F-’- —- * 

i i i - */. 

7(3+) = — i — i v.)~. 


On a toujours j r p <1 i ? et me me ! 3 ( < —- si le point x est dans 
la region (C 0 C, D 0 ). Dans ce dernier cas, la serie ^ a n 3-" C{ fl z? 

n = 1 

converge Ires rapidement. On pent d’ailleurs, dans tons les cas, 
obtenir une limite superieure de Ferreur commise en ne conser- 
vant dans cette serie que les n premiers termes : Finegalitr 
| [3^ ! F i entraine, en effet, Finegalite | ‘p in ^ n (z F t 3 s -^~ 5 (?, 7 * i : 
il resulte de la et de la valeur calculee plus hauL pour fi /2 1 ,0 que 
le reste considere est inferieur en valeur absoiue a 

i .3... (‘in ~ y ! 3 p/z-3 

2 .4 ... 1 ‘2 71 — 2 i I — j 3 p 

Notre serie a ete ordonnee, jusqufici, suivant les puissances de s. 
Dans la pratique, il est plus avantageux de Fordonner suivant les 
puissances de 7 ; c'est sous cette forme que les resultats figureronf 
dans le Tableau de formules. 

Si le point x Test pas situe dans la region (C u Ci D, :r , conior- 
mementa la marche suivie a la fin du Cliapitre precedent, on com- 
mcncera par lui substituer le point correspondant x a de cette re¬ 
gion, et Fon appliquera d’abord les formules precedentes coniine 
si ce pointx 0 etait le point donne; les series conservent alors toute 
leur convergence. Au moyeii des formules (CXX11), on peut ne 
laisser figurerdans les resultats que les donnees etc’estainsi qiront 
ete obtenues les formules iCXX\ III) du Tableau de tommies. 
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Les simplifications qifiintroduit P hypo these que cl y y sent ties 
nombres reels son l d’ailleurs evidenles. 

588. Nous avons vu (n os 583-586) comment., elan! dontiecs deux 
valenrs concordanlcs D, D' de dn«, dn ! if ou deux vaScurs eoneor- 
dantes P, P 7 de pu, p’ u, on poavail trouver a an mo yen de series 
ires eonvergenles; u est determine a des multiples pres de :>J\, 
4/lv' dans le premier cas, de 2 o) t , 2o> 3 dans lc second ; ([uanl aux 
valenrs de K, K/, to,, <o 3 on a appris dans le precedent Chapilre a 
les ohtenir aussi an moyen de series Ires eonvergenles quand on se 
donne k- on g*. g :i . Si Ton se donne deux valenrs concordanlcs 
S, S 7 de sn if, s n r u, il suffira, pour obtenir u, de passer par Pin- 
lermediaire de D, D' au moyen des form a les 

D = —JX=., D' — — /,-s S v/r=T*, 

/1— S- 

ou l’on choisira arbitrairement la determination du radical. Ay ant 
trouve une valeur de a qui fasse acquerir a dn dn f a les valeurs 
D, D 7 , on sera certain que cette valeur fera acquerir aux fonctions 
snw, sn F u soit les valenrs S, S 7 , soit les valenrs — S, — S 7 ; dans 
le dernier cas on aj out era 2 lx a la valeur trouvee ^ dhmc solution 
des equations sn u = S, sn 7 ;^ ~ S, on deduira loules les aul res. 
en ajoutant des multiples entiers de 4 h., 2 /lv 7 . Des observations 
analogues s’appliqueraien t an cas ou Ton donnerait des valours 
concordantes C, C 7 de cn a, cn 7 a. 

589. En term in ant ce Chapilre, il convient d’observcr que le 
probleme pose an commencement du n° 576, probleme qui consis- 
tait a e valuer, le long d’un cbemin quelconque donne ne traver- 
sant aucun point critique, Pintegrale 



dans laquelle on se donne la valeur initiale du radical, s 7 il a ete 
resol 11 dans les numeros 576 et suivanls, ne Pa ete qu’imparfailc- 
ment au point devue pratique. La serie qui, pour [j <y i, foumil 
la valeur de cette integrate ne pent, en eflfet, elre reellement uli- 
lisee que si [ k J esl petit. A la verite, on peut toujours ramener 
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ci ce cas, par des transfornia Lions eonsenables, 1 evaluation de Fin- 
legrale envisagee comme aussi Finlegrale 

,r 

definie d’une facon analogue; mais on ne s'est nullemenl occupy* 
de Finflucnce de ces transformations sur le cliemin d'i nitration, 
et une pareille etude, possible sans doute sur des ^xemples nu- 
meriques, n’est pas sans difficulty dans ie cas general. 

Si Ton vent n’employer que les series ires convergenles dont F 
a ete question dans les derniers numeros. les problemes relatifs a 
revaluation des inlegrales que nous venous de citer ne son! re- 
solus qu’a des nombres entiers pres. Occupons-nous, par exemple, 
de la derniere. Se donner z 0 et la valeur initiale du radical. eeLt 
revient a se donner les valeurs initiales concordantes P u . P : P 
cliemin d’inlegralion etant donne. on pent suivre. tout le long d<- 
ce cliemin, les valeurs du radical: on parvient ainsi aux \aleur< 
concordantes finales P n P'. Si Ton designe par z/ 0 , u x des \aletir- 
de la variable u qui satisfassent au\ equations 

= Po p'^o = P' c , pu { — Pi. })’u : = IV 

la valeur de Finlegrale consideree sera de la forme 

ll[ -— 2 fl i tx) 1 — 2 ll-‘ «J 3 , 

ou n i et sont des en tiers qu'ii reste a determiner. Cette deter¬ 
mination, comme on le verra dans un pro chain Chapitre, n oil re 
pas de di flic ill tes serieuses lorsque g 2 et g ;i sont reels. iNous \er- 
rons aussi que la determination, des nombres analogues dont de¬ 
pend la solution pratique du probleme analogue concernani la 
premiere integral e est aisee lorsque k- est reel, positii et plu> 
petit que i . 
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